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Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage ainsi 
que de toutes les autres parties de son Cours, dans 
ses Essais sur l'Enseignement en général, et sur celui 
des Mathématiques en particulier, où il s'est proposé 
de réunir ce qu'ily a de plus précis et de plus impor- 
tant sur la philosophie de ces sciences. 


Cours Cxemplares duw Présents Traité, qui neo 


porteraiss Pa, comme) Ci-dessou&, Let si 1gnafuret 
de l’cAuteuver dw Libraire , seræ contrefais. 
Let mesuret nécessaire& serons prise& pouv 
atteindre , conformémenrs à la Loi, le& fabri- 
cafeur& ex le& débitané de ce& Exemplaire. 


tva ua DLATEU HE, 


BATHEMAT! Fe 1'ImnARY “à "0 


ft CPABLE. +": 


181 7 CHAPITRE PREMIER. 


De la Trigonométrie rectiligne. 


O. considère six choses dans un triangle rectiligne , trois angles 
et trois côtés. Avec trois de ces six choses, on détermine tou- 
jours un triangle, pourvu qu’il s’y trouve un côté, page 1: 

Si on avait une suite de triangles calculés sur tous les angles 
possibles , il se trouverait nécessairement dans cette suite un 
triangle équiangle avec un triangle quelconque donné, 2 

Le sinus est la perpendiculaire abaïissée de l’extrémité d’un arc 
sur le rayon qui passé par l’autre extrémité; le cosinus est la 
partie du rayon comprise entre le pied du sinus et le centre ; 
le sinus verse est la partie du rayon comprise entre l’arc et le 
pied du sinus; la tangente est la perpendiculaire élevée à l’ex- 
trémité d’un arc, et terminée au rayon prolongé qui passe par 
l’autre extrémité ; ce rayon prolongé s’appelle sécante, ‘4 et 5 

On appelle complément d’un arc, ou d’un angle, ce qu’il faut ajou- 
ter ou retrancher à cet arc, ou à cet angle, pour en faire le quart 


de la circonférence, ou un angle droit, 4 
Les cosinus, cotangentes et cosécantes sont les sinus, tangentes 
et sécantes des arcs complémentaires j 4&et5 
Le cosinus et le rayon ont le même rapport que le sinus et la 
tangente , ou que le rayonret la sécante, G 
Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotan- 
gente , ou entre la sécante et le cosinus, - 1bid, 
Le quarré du rayon est égal à la somme des quarrés du sinus et du 
cosinus, 7: 


Le sinus de l1 somme ou de la différence de deux arcs, est égal 
au sinus du premier multiplié par le cosinus du second, plus ou 
moins le sinus du second par le cosinus du premier , le tout di- 
visé par le rayon, ibid. 

Le cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs, est égal 
au produit des cosinus de chacun de ces arcs, moins ou plus 
le produit des sinus, le tout divisé par le rayon, ibid. 

De ces expressions on déduit le sinus d’un are multiple d’un autre, 9 

Etant donné le sinus d’un arc , on trouve le sinus de sa moitié, 18 


944695 


TABLE. 


Melle supplément d’un arc ou d’un angle ce qu 71 faut y 
jouter, ou en retrancher , pop faite 14 Jen CRUE, ou 


_ deux Robes droits, page 12 

‘Un angle obtus a le même sinus que son LE HT ; ibid. 

Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus qu’ on calcule, mais 

leur rapport avec le rayon, ibid. 

| La longueur d’an are est plus grande que celle de son smus, et 
K moindre que celle de sa tangemie, r ibid. 
Le rapport de ces deux lignes à pour Mate Po unité, 13 


ÎVote. Les lignes qui sont partout convexes dans Le même sens, 
sont d'autant plus longues LS ‘iles s’écartent pag ge de I 


“ligne: droite, … { -+ ibid. 
Comment on péut trouver d'ube manière assez: ionittée, la lon : 
güieur de l'arc qui répond. à uñ sinus Wrès- petit, ii ibid, 
IVotés Série qui exprime la tangenLe par de sinus,  toktron 14 
Le sious du quadrams n’est aitre chose que le rayon, et le sinus 
du tiers de cet arc ést égal à la moitié du pro pl és au ruSpid, 
De là division du cercle, rt i : over où 10235 
Ii sinus-de la moitié du quart de vai cest À à: EY 2ÿb sing 16 
Déla constraction des Fables pere 2 À SP LM or 
Liéur usage ; ! $aL aousie 85 béig 18 
Lés sinus et les cosinus changent te signe, lorsqu'ils passent dns 
le demitéercle opposé à celui où ils se trouvaient d’abord, 23 
Les tangertes prennent leur signe dm re 7 à leur tlatibh 
avec les sintis et cosinns, 24 
Un arc négauf a son sinus de signe contraire à celui de l’are positif 
de même drandeur, et son cosinus du mêrne signe. 0» ab 


Récherche de diverses relations des lignes trigonométriques , ibid. 
Le rapport de la somme à la différence des sinus dé deux ares est 
le même que celui des tangentes dé la demi-sormme ei de la deini- 
différence de ces mêmes arcs ;. 28 
Table des formules trigonométriques les plus usitées , 330 
Dans tout triangle rectangle, le rayon est an sinus d’un des angles 
aigus , comme l’hypoténuse est au côté opposé à cet angle, 32 
Le raÿon est à la tangente d’un des angles aigus, comme le côté de 
l’angle droit adjacent à cet angle est au côté opposé, ibid. 
Comiment on calcule un côté quelconque d’un dass 90 uen 
quand on connaît les deux autres, 33 
Dans un triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés,  3G 
Rapport entre les côtés d’nn triangle et les sinns de ces angles, 37 
Par la proportion énoncée plus haut, on résout tous les cas d’un 
- triangle quelconque , excepté celui dans lequel on connaît 


dooûe ln mit dt 20. fie ben 2 


- TABLE, 


deux côtés et l’angle compris , et celui dans lequel on 
les trois côtés, pa 
La somme de deux côtés d’un triangle est à leur différence, com 
la tangente de la demi-somme des angles opposés à ces côt 
est à la tangente de leur demi-différence, | f 
Comment on trouve immédiatement le troisième côté, . 4o 
Le sinus de la moitié d’un angle est égal à la racine quarrée du 
produit des différences entre la demi-somme des trois côtés du 
‘triangle êt chacun des côtés qui comprennent l’angle cherché, 
divisé par le produit de ces deux côtés, le rayon étant pris pour 
unité, 
Exemples de résolution de triangles rectangles et obliquangles, 43 
Applications de Ja Trigonométrie à l’art de lever les plans, ou 
détermination des points situés soit sur un plan, soit dans l’es- 
_pace, par TaPPOFE à une ligné donnée, soit horizontale, soit 


inclinée, qu’on appelle base, 46 
Note. Comment on peut mesurer un angle, 47 
Ce que c’est que la réduction des angles au plan horizontal, 5a 


Détermination d’un point par les angles compris entre les droites 

menées de ce point à trois autres, pris dans le même plan, 5x 
ÎVote sur le Nivellement, 53. 
La différence de niveau de deux points est la quantité dont Pun 
est plus élevé ou plus bas que l’autre, dans le sens perpendicu- 


laire à la surface terrestre, 54 
Ce que c'est que la différence entre le niveau apparent et le ni- 
veau réel, 55 
De la résolution des triangles par les séries, ibid. 


GR ANRAELT RE IT, 


De la Trigonométrie sphérique. 


Un triangle sphérique est celui que forment sur la surface de la 
sphère, trois grands cercles qui se coupent deux à deux, 57 
Construction sur laquelle repose toute la trigonométrie sphérique, 58 
Équations qui renferment implicitement toutes les relations qu’ont 
- entre elles les six parties d’un triangle sphérique, 60 
Mote. Expression du volume tm tétraèdre, par ds angles com- 
pris entre ses arêtes, Gt 
Préparation des équations précédentes pour les appliquer immé- 
diatement à la résolution des triangles sphériques, | Ga 


(74 


mr | 


TABLE. 


c’est que le triangle supplémentaire, page 63 
pion des formules pour le cas où le triangle est rec- 

63 
Pimaiion des équations fondamentales , pour y appliquer 
= commodément le calcul des Jogarithmes, 
: Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et des 


' côtés d’un triangle sphérique, 74—176 
Formules de ÆVeper, 75 
Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre un triangle 
4 sphérique, | sut, 
de Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver rem- 
à) plics pour que les mêmes données conviennent à un ou à deux 
triangles sphériques - 50 
Application de la trigonométrie sphérique à fi SA tes des angles 
ù au plan horizontal, ibid. 
CHAPITRE ITIT 
De l'application de l'Algèbre à la Géométrie. 
L 


Idée générale de l'application de l’Algèbre à la Géométrie, 83 

Comment l’Algèbre sert pour combiner des théorèmes de géométrie, 
pour mettre en Res et pour résoudre les problèmes relatifs 
à l'étendue, ibid... 

L'aire d’un triangle est exprimée par la racine quarrée du produit 
de la demi-somme des trois côtés, multipliée par les différences. 


enire cette demi-somme et chacun des côtes, 87. 
Expression du volume d’un tronc de pyramide ou de cône droit 
à bases parallèles, 88 


Questions du premier et du second degré, dans lesquelles les lignes 
ne sont pas évaluées en nombre , mais sont considérées en elles- 
mêmes , ibid. 

Ce que c’est que la construction des expressions algébriques, 92 

Comment on effectue celle des quantités homogènes, qui se rap- 


. . portent à des lignes, ou du premier degré, ibil. 
Construction des racines quarrées, 95 
Ce qu’il faut faire quand la quantité n’est pas homogène, 07. 

Construction des racines des équations du second degré à une seule 

inconnue, + 98 

Résolution graphique de ces équations, ; 99 

De la signification des signes + et —, par rapport aux lignes, 

et de leur usage dans la résolution da questions , 101. 


Foutes les fois qu'il s’agit de distances rapportées à un point fixe, 


l 


TABLE. 


. Remarque sur les signes de la sécante, et note sur le même sujet 
Analyse complète du problème où il s’agit de mener par un point 


pris dans un angle droit, une ligne dont la partie interceptée entre 
. les côtés de cet angle, soit de grandeur donnée, 106 


. Résolution de ce problème par Newton, pour le cas où le point Par 
lequel doit passer la ligne de grandeur donnée, est à égale distance 


des côtés de l’angle droit, | fre 112 
Construction des expressions algébriques qui appartiennent à des 
aires ou à des volumes, 114 


Idée fondamentale de l'analyse de Descartes, par laquelle on re- 


présente les courbes au moyen des équations à deux indéter- 


. minées, 116 
Equation d’une ligne droite, 117 
d’un cercle, 119 


Ce qué c’est que les éoordonnées, leurs axes, leur origine, 421 
Comment on distingue par les signes + et —, F5 quatre angles que 


forment les axes des coordonnées, 122 
Ce que c’est que le lieu d’une équation, et comment s’obtient celle 
d’une courbe: quelconque, tbid. 
L’équation générale du premier degré à deux indéterminées appar- 
tient à une ligne droite, 123 
I1 faut deux conditions pour déterminer cette ligne, 125 
Equation d’une droite qui passe par deux points donnés, : 126 
Expression de la distance de ces deux points, ibid. 
Équation d’une droite qui, passant par un point donné, serait pa- 
. rallèle à une droite donnée, 427 
Equation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée, par 
un point donné, ibid. 
Vote. Sur le signe que doit porter la tangente de l'angle formé par 
cette perpendiculaire et l’axe des x, ibid. 


Pour trouver le point de rencontre de deux draites qui se coupent, 
il faut supposer que les coordonnées de l’une soient les mêmes que 


: celles de l’autre, , #(m28 
Expression de la Fr a d’une pateadienlére abaissée sur une 
droite donnée, par un point donne, | 129 
Expressions du sinus, du cosinus et à la tangente. de Pangle que 
deux droites font entre elles, 130 
Équation générale du cercle ; que l’on obtient en plaçant l’origine 
des coordonnées d’une manière quelconque, 132 


Comment on détermine celui qui passe par trois points donnés, 133 


ea 


TABLE. 


os san cercle, les plus simples, _ page 134. 
lèmes qui se DRE à des lignes droites ; COMPrenant ceux 
pages 88 et 106, ' 8 4 335 
uations qui AN la relation qui existe entre les angles et les 
côtés d’un triangle, 139 
Expression de Paire d’un triangle, au moyen des coordonnées des 
«sommets de ses angles, 142 


L’aire d’un triangle ne dépend nullement de sa position par rap- 
port aux axes des cuordonnées, on trouve en effet une autre 


“ 


expression qui ne dépend que des côtés , 503 estibid. "4 

quation qui fait connaître la relation entre les côtés d’un quadrila- 

tère et ses diagonales, f ne 1440 
Expression du rayon du cercle circonscrit à un triangle, 245 
Expression du rayon du cercle inscrit à un triangle, | 147 


Si dans l’intérieur d’un triangle équilatéral on abaisse une perpen- 
 diculaire sur chacun des côtés de ce thiaugles la: somme de ces 


lignes sera égale à sa hauteur, 148 

En combinant les équations de la droite et ad dose; on détermine 
les propriétés résultantes de la rencontre de ces gi ÿ ibid. . 
Application de l’équation qui résulte de cette combinaison à la. 

recherche de plusieurs théorèmes de géométrie, 150 

nation analytique des tangentes menées au cercle par un 

point extérieur, et par un point de sa circonférence, 152 


Cat on trouve la position que doit avoir une ligne menée par À 
un point donné, pour que sa partie comprise dans un cercle 


donné, soil aussi donnée, | 154 
Équation générale des Ne cer du second degré, 356 
Leurs diamètres, 156 


Simplification de l’équation quand on la rapporte à ces lignes, ibid. 
Examen des valeurs qne* peut prendre Pexpression générale des or- 


données dans le cas où la quantité m est positives 160 
Ce que c’est que le centre de la courbe, x 16€ 
Construction et forme de la courbe sélative à ce cas 162 
Elle se réduit à un point, avant de devenir : ne | 163 
Examen du cas où m est négative, | 16% 
Das ce cas, la courbe a encore un centre, ibid. 
Construction et forme de la courbe, 165 
Quand la courbe se réduit à deux droites, qui sont en général ses. 

asymptotes , | 167 
Examen du cas où m —=0, 169 
Forme et construction de la courbe, | : 1bud. 


Rapprochement des équations des trois courbes reconnues précédem- 
æment: la première se ngmme ellipse, la seconde kyperbole, «à la. 


TABLE. : 


? troisième parabole, FREE 


Examen du cas dans lequel les quarrés des Ldlonael mänc 
tous deux dans léquation, Er LE ei: 
"Ce que sont les diamètres conjugués, "i | 
"Transformation des coordonnées d’une courbe, 

- Note. Sur l'emploi des angles dans ces formules , 

: Application de cette transformation à l'équation générale du second 

— degré, pour la ramener aux axes des courbes qu’elle représente, 183 
“Première transformée, _: | 185 
Détermination de ses coeffiéiens | et des cas qu’elle embrasse, 187 
" Deuxième transformée, comprenant l’autre cas de l'équation gé- 
» nérale, , 189 
#Ges deux transformées ne donnent que les trois formes déjà re- 
" marquées (page 50); la première transformée comprend Pel- 
lipse, dont le cercle est un cas particulier, et l’hyperboie, rap- 


are à leurs axes, 191 

Ce qu’on entend par le Bar axe et l’axe transverse, dans 

| Feypabeie ) ; osf 193 

* Ce que c’est que l'hyperbole. dnilirère j À . ibid. 

La seconde transformée convient à la parabole, ibid. 
L’ellipse et lhyperbole ont deux sommets,  - I 

La parabole n’en a qu’un et n’a point de centre, | ibid. 

quation à trois termes dans laquelle la ARS se trouye aussi 

: comprise et rapportée à son axe, ibid. 


… Application des transformations précéden tes, par laquelle on recon— 
*  naîtque l'équation du second degré où les quarrés des coordonnées 
A, ‘manquent tous deux, appartient à une hyperbole dont on déter- 


…. mine les axes , de PAR AE et de position, 195 
 JVote. Sur léquation de l’hyperbole par rapport à ses asymptotes, 
>  déduite de l'équation générale du deuxième degré, 196 
- Trouver l'équation d’unecourbe telle, que si l’on mène de chacun de 
à _ses points à deux points fixes, ou hr , des droites , Ja somme 
+ de ces lignes, que l’on nomme rayons vecteurs ; soit constam- 
” ment égale à une ligne donnée, KE. « 197 
» Cette courbe est belipids sa construction par points, et moyen meé- 
*  canique pour la décrire par un mouvement continu, 198 
# Ce que c’est que l’ercentricité, | 200 
+ Autre construction de l’ellipse par points, ibid. 
» Trouver l'équation deja courbe-dans laquelle la différence des rayons 
Le vecteurs, est égale à une ligne donnée, 201 
Cette courbe est l’hyperbole; sa construction par points, et moyen 
 « mécanique pour la décrire, ibid. 


Trouvez l'équation d’une courbe tele, que chacun de ses points soit 


. TABLE. 
ant éloigné d’une droite donnée de position, que d’un point 
u foyer aussi donné de position, page 20%. 
te courbe est la parabole ; sa construction par points et sa des- 
ription par un mouvement continu, 203. 
| Problème général qui conduit successivement à chacune des courbes 
du second degré, rapportées à leur directrice, 204 


MÉusrions des courbes du second degré, rapportées au paramètre, 205 
Dans lellipse et lhyperbole, le paramètre est une troisième pro- 
| portionnelle aux deux axes, et il est aussi la double ordonnée ! 
“k menée par le foyer, 208 
| Dans l’ellipse et l’hyperbole, les quarrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits des abcisses correspondantes, et dans Ia 
_ parabole, comme les abscisses correspondantes, 20% 1 
Application de la transformation des coordonnées à la recherche. 
des diamètres conjugués, 210 
Un diamètre quelconque étant donné, trouver la position de son 
conjugué, 215 
La somme des quarrés des NÉ Én adts Evnbn dans l’ellipse, 
ou leur différence dans l'hyperbole, est égale à la somme des. 
quarrés des demi-axes , ou à leur différence, 220 | 
Les parallélogrammes construits sur des diamètres conjugués, soit | 
de lellipse ; soit de A mec, sont tous égaux au rectangle des | 
axes, D TT | 


Équations qui font trouver les daénat lorsqu'on connaît les” 
demi-diamètres conjugués et l’angle qu'ils forment, ibid. 
Dans une ellipse LA rer he il y a deux: NES 0 8 conjugués | 
égaux , | | Si 
T'out système de lignes propre à déterminer les bis d’une courbe, 
peut en fournir une équation ent 9 223. 
Exemple tré de Pellipse, £ 22f. 
‘Équations polaires de cette conrbe , dé l'hyperbole et de la para ï 
bole, :: 225 | 
Équation polaire qui ke détapreud toutes trois, ; 246 | 


Démonstration de l’identité des courbes du second degré avec les. 
sections faites dans un cône par un plan, et ce qu’on entend par. 
la section anti-parallèle, » 2271 

Détermination des lignes droites qui coupent ou qui touchent les. 
courbes du second degré, 233 

Expression de la tangente de Pangle que doit faire avec l’axe des 
abscisses une droite, pour toucher unecourbé du second degré, 235 

Expressions de la soutangente dans chacune des courbes du second. 
degré, 1 2364 

Dans la parabole , la soutangente est double de l'abscisse, 7) 


am IE ne 


#> 
La ar u 


TABLE. 
Copsqgeton de la tangente à l’ellipse, 


Expressions des soutangentes , tangentes, ‘sounormales et normal 
particulières aux courbes du second degré, ‘2x 
Détermination synthétique des essais aux courbes du pa 
degré, _ 24a 
Relation des angles que la tengente forme avec les deux rayons 
vecteurs, dans l’ellipse et l’hyperbole, et avec le rayon vecteur et . 
une parallèle à l’axe, dans la parabole, 24x 
Chaque branche de Dhyperbolé demeure toujours renfermée entre 
… des côtés d’un certain angle, sans jamais pouvoir les atteindre, 


242 
Équation de l’hyperbole rapportée À ses asymptotes, 24% 
Ce que c’est que la puissance de l'hyperbole, | 246 


#Si on mène une droite quelconque par un point de lhyperbole, 
les parties de cette droite, interceptées entre chaque branche de 


la courbe et son asymptote, sont égales entre elles, ibid, 
Construction de l’hyperbole, par points, lorsqu'on a les asymp- 
totes et un point, 247 
Des hyperboles conjuguées, 245 


Du nombre de points qu’il faut pour déterminer d’espèce, de 
grandeur et de position, une courbe du second degré, ibid. 
De la construction des équations des degrés supérieurs, par les 


courbes, 250 
Application au quatrième degré, ibid. 
Problème de la duplication du cube, 253 

de la trisection de l’angle, 254 


Méthode générale pour construire les équations d’un degré quel- 
conque, et qui représente les divers principes sur lesquels re- 
pose la résolution numérique des équations, 257 

Vote. Une expression fractionnaire peut changer de signe, en 
passant par l’infini, aussi bien qu’en passant par zéro, 260 

Comment la construction graphique peut éelaircir et faciliter la 
résolution numérique des équauions, ibid. 


APPENDICE 
Contenant les premiers principes de l'application de 
l'Algèbre aux surfaces courbes et aux courbes & 
double courbure. 


Équations du plan et de la ligne droite, 265 


Des coordonnées d’un point de l’espace, ibid” 
Équation générale du plan, 265 


TABLE. 


des huit angles trièdtes formés par les plans coordonnés, 


Fan 


Équation du plan parallèle à un plan donné, et qui passe par un point 


de la sphère, 275 
Détermination de l’angle que font deux lignes at l’espace, 276 
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À LA GÉOMÉTRIE. 


EE 


CHAPITRE PREMIER. 


De la T'rigonométrie réctiligne. 


+ 
D: NS un triangle rectiligne, il y a six choses à 
onsidérer , savoir : trois angles et trois côtés; mais il 
affit de connaître un certain nombre de ces diverses 
arties pour déterminer les autres. 11 suit en effet des 
ropositions démontrées , relativement aux triangles 
gaux, que l’on peut toujours construire un triangle 
#squ'on connaît trois des six choses qui le constituent, 
“que, parmi les choses connues, il se trouve au moins 
1 côté. Pour ne rien laisser à desirer sur la théorie 
28 triangles fil faut pouvoir appliquer le calcul aux 
mstructions géométriques , parce que l'exactitude 
? ces dernières est limitée par l'imperfection des 
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| instrumens tandis que rien n’arrête le calcul, qu'on 
est toujours maître de pousser jusqu ’à tel degré de pré- 
cision qu’on veut. T'el est l’objet qu'on se propose dans 
la 7risonométrie rectiligne. 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer » 
par une suite d'opérations numériques, ou par des for- 
mules alsébriques, les relations qu’ont entre elles les 
différentes parties d'un triangle, ont dû se trouver ar- 
rêtés par la difficulté de faire entrer dans le calcul la 
grandeur des angles, qui, mesurés par des arcs de 
cercle, ne peuvent être comparés avec les lignes 


_ droites : mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pouvaient, 


 parun moyen quelconque , calculer une suite de trian- 


gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles, 

cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait 

semblable au triangle que l’on aurait à déterminer, quel 
qu'il fût ; et qu'alors de simples proportions sufliraient 

pour déduire les parties du second de celles du premier. 

L'exemple suivant éclaircira ce que ces notions peuvent 
avoir d'abstrait. 


2. Je suppose que, dans le triangle 4B€, fig. 1°, on 
connaisse l'angle B, l'angle € et le côté BC : on cher- 
chera dans la suite des triangles calculés, celui qui j 
deux angles b et c respectivement égaux aux angles 
B et C; il sera nécessairement semblable au triangle 
proposé ABC; et puisque toutes ses parties ab, ac, bc 
sont connues, on aura les proportions. 

DC QD CAD" "bc. ac: 2 DCR AO | 
dans chacune desquelles les trois premiers termes sont| 
donnés. On trouvera par conséquent : | 
Lis ab à CE PCXx F2 

bc be® 
et comme on a d'ailleurs 4—a ; toutes les parties du 
triangle 4BC seront déterminées. 


AB 
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3. Maintenant qu’on voit le parti qu’on peut. 


et dont les côtésseraient calculés, il est naturel de cher 
“cher les moyens de former une pareillesuite. Pour consi= 
dérer d'abord le cas le plus simple, je suppose que les 
triangles qu'on se propose de déterminer soient rectan- 
gles ; il est facile de voir qu'on pourra les construire tous 
dans un quart de cercle, en abaïssant de chacun des points 
de l'arc 4B, fig. 2, des perpendiculaires AP, M'P, Eig. 2. 
M'P", etc. sur le rayon AC, et tirant les rayons Æ/C, 
M'C,M"C, etc. lestriangles MPC,M'P'C,M"P"C, etc. 
formés ainsi, seront rectangles en P, P' P", etc. ,et les 
angles MCP, M'CP', M'CP", etc. auront successive- 

ment toutes les valeurs possibles : enfin les angles CHP, 
 CM'P', CM"P", etc. qui, avec les précédens, forment 

un angle droit, seront aussi tels que l'exige la nature des 
triangles rectangles, et ilne saurait exister de triangle 
rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu'un de 

ceux que fournit la construction présente. Il est à propos 

de remarquer que ces derniers ont tous une même hy- 
poténuse, égale au rayon de l'arc 4B. 


_ 4. On peut encore former une suite de triangles 
rectangles, ayant tous un des côtés de l'angle droit égal 
au rayon du cercle; il suffit, pour cela, d'élever la tan- 
gente indéfinie 47, à l'extrémité du rayon AC, et de 
mener par le centre € et par les points M,M'M", etc. 
les sécantes CN, CN’, CN", etc. Il est‘évident que les 
triangles CAN, CAN’, CAN", etc. auront successive 
ment toutes les combinaisons d’angles qui peuvent exis- 
ter dans un triangle rectangle; et parmi ces triangles , 
il s’en trouvera nécessairement un semblable à tel 
triangle rectangle qu’on voudra. 


5. Dans les triangles CP3Z, ÊPM', CP'M", etc., 
+: 


07 M 
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NC: lont l'hypoténuse ne change pas , les côtés PM, PM", 


| P'M", etc. qui croissent en même temps que les angles 


… ACM, ACW, AC", ete., et que les arcs AM, AM’, 


AM", etc. qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la ligne PM s “appelle le 
sinus de l'arc AM ; faligne PM estde même le sinus de 
l'arc AW, et ainsi des autres. Il suit de là que Le sinus 
d'un arc est la perpendiculaire abuissée de l’une des. 
extrémités de cet arc , sur le rayon qui passe par l'autre“ 
extrémité. Les lignes CP, CP”, CP", etc. qui ER 
lorsque les arcs 4M, AW, AM", etc. augmentent ,. 
sont respectivement ER , comme parallèles com | 
prises entre parallèles, Éipoperpencieul tes MQ, M Q", 
M"Q", etc. abaissées des points M, MW’, M”, etc. sur. 
le rayon CB, perpendiculaire au rayon CA; et il 
est évident que les lignes MQ, M'Q'", MO", etc. 
sont, par rapport aux arcs BM, BM', BM", etc. ce. 
que pain PM, P'M', P'M", etc. par rapport aux 
arcs AM, AM, AM”, ét, et que par conséquent MO 
est le sinus de BW, M'Q" celui de BMW, M"Q" celui 
de BM", etc. 


Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l’un de l’au- 
tre, donnent le quart de la circonférence , sont dits com- 
plémens l’un de l’autre. Les arcs BM,BM', BMW", etc. 
sont respectivement Îles complémens de 4M, AM, 
AM", etc.Onadésigné les lignes HQ,M'Q",M"Q";,etc., 
ainsi que leurs égales CP, CP", CP", etc. , sousle nom 
de cosinus des arcs AM, AM, AM", etc. D’après ces 
notions , /e cosinus d'un arc quelconque est le sinus du 
complément de cet arc, et est ésal à la partie du rayon 
comprise entre le centre et le pied du sinus. 


Les triangles rectangles CPM, CPW, CP'M", etc. 
qui ont tous une même hypoténuse , sont donc formés 
par le rayon du cerele, et par le sinus et le cosinus 
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de celui de leurs angles aigus qui a son som 
centre (*). de: 
: 6. Je passe aux triangles CAN, CAN’, CAN", et 4) 
Leurs hypoténuses sont les sécantes des arcs AM, AM", 
AM", etc., parce qu'on nomme sécante d'un arc le 
rayon mené par une des extrémités de cet arc, et pro- 
Wongé jusqu'a la rencontre de la tangente menée par 
l'autre extrémité. Les portions AN, AN’, AN", etc: 
| prises sur la tangente 47”, sont les tangentes des arcs 
AM, AM, AM", etc., parce que l'on est convenu d’ap- 
 peler tangente d’un arc la partie qu’interceptent, sur 
Ma tangente menée par l'une des extrémités de cet arc, 
des deux rayons qui le terminent (**). 

7. Si, par l'extrémité B de l'arc 4B, fig. 3, on mène Fig. 3. 

la tangente Bn prolongée jusqu’à ce qu’elle rencontre 
(la sécante CN, la ligne Cn est la sécante de l’arc BA, 

complément de AM , et se nomme la coseécante de AM; 
| Ja ligne Bn, tangente de BM, est la cotangente de AM; 
[parce qu'on appelle cotangente et cosécante d’un arc, 
l1a tangente et la sécante de son complément. La cotan- 
: gente et la cosécante , comme on voit, ne font pas partie - 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus. 


< 


8. Les tangentes et les sécantes ont avec les sints et 


+ (*) La partie ZP du rayon 4C', comprise entre le pied du sinus 
cet l'extrémité de Pare, se nomme sinus verse. Cette ligne, d’ailleurs, 
im’est d'aucun usage en trigonométrie. 

(**) On voit ici les mots sécante et tangente, pris dans une ac- 
‘ception différente de celle qu’on leur donne dans les Élémens de 
tGéométrie. Dans cette partie des mathématiques, la sécante et la 
tangente sont des droites indéfinies, dont l’une coupe le cercle, et 
1 Vantre le touche ; mais en trigonométrie , les mêmes dénominations 
s’appliquent toujours à des lignes d’une grandeur déterminée : quand 
31 peut y avoir équivoque , on appelle ces dernières tangentes et 
sécantes trigonométriques. 


on M à trouver les is on punis lesautres. Le 
a tr 1h CPM et CAN étant semblables, donnen 

D sors PMXCA. 
1 ER CP: PM :: CA: AN, d'où l'ontire 4N — CS 
| mettant, au lien des lignes CP, PM et AN, leur désignas | 
tion, savoir: cos 47, sin ÂM et tang AM, etreprèsen 
AU— Rsin AM 

tant lerayon C4 par À, on aura tang = AM 
| Des mêmes triangles CPM et CAN, on déduit aussi 
CMXCA 

CP:CM::CA:CN, ce qui conduit à CN— A 
mais CN—séc AM, CM=CAZ=R, CP = cos AW: 
n° 


donc séc AM— ET 


9. Si l’on compare entre eux les triangles CAN e 
CBn, qui sont encore semblables, puisqu'ils sont tous 
les deux rectangles, et que l'angle 4CN— CnB, 
comme alternes internes par rapport à HE sécante Cr, 

_ on aura la proportion | 


AN : CA :: CB ou CA :Bn, | 


qui donne ‘ 
LEA 

CA R? | 

Bn= >, ce qui revient 4 cot 4M= ———, 4 
AN? TANT ee tan AM 


Cette proportion et celle qui a été trouvée pour E 

sécante , font voir que Le rayon est moyen proportion- 

- nel entre la sécante et le cosinus , entre La tangente 
et la cotangente, puisqu'on a 


cos AMXsèéc AM—R?, tang AM X cot AM— R2. 


10. Avec ce qui précède , il ne manque plus, pour 
À LA s / . À 
être en état de construire les tables nécessaires à la 
trigonométrie , que de connaître les moyens de calculer 
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus même se 


à ; NE, ; 
déduit immédiatement du sinus; car le triangle rec 


tangle CPAM, qui les contient l’un et l’autre, etquia 


pour hypoténuse le rayon, donne PR: 


va 


PM+ CP—CMou(sio AM} E(cos AMŸÿ— 


br 


? ns 
LES hs 
pa" 


» x . ) x | # à JM É 
c'est-à-dire, que le quarré du rayon est égal à la somme 


des quarrés du sinus et du cosinus, d’où il suit 
cos AM—V R°— (sin AM y’. 
» 
La proposition suivante, qui donne l'expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 


deux arcs, mérite la plus grande attention, parce qu’elle 


renferme implicitement toutes les propriétés des sinus 
et des cosinus. 


11. Soient deux arcs quelconques a et b ; on aura 
sin à. cos b # sin b.cosa 


sin (AD) — RUN TARN 
RES cos a. ere a.sinb 


Pour le prouver , je prends sur le cercle 4MB, fig 4 
l'arc 4M — a; je porte de chaque côté du point les 
arcs MN et MN, égaux à b; je tire la corde ZVAV'; 
des points 2V, M, NN”, j'abaisse sur le rayon AC , les 
perpendiculaires NO, MP, N'Q';par le point M, 
je mène le rayon MC , et du point £ , où il rencontre 
la corde NAN”, j'abaisse sur 4C la perpendiculaire EF; 
par les points Æ et /V’ je mène les droites ED , N'G pa- 
rallèles à 4C. 

Cela fait, je remarque, 1°. que VO est le sinus de 


Fig. 4 


| l'arc AN — AM + MN— a+b, et que CO est le. 


cosinus du même arc; £°. que {V'Q” est le sinus de 
l'arc AN'— AM — MN'—a—b , et que CQ' en est le 
cosinus. Mais la corde IVIN” étant nécessairement par- 
tagée en deux parties égales au point Æ, puisque le 
rayon CM passe par le milieu de l'arc ZVN, d'après 


*. à a construction , il suit de la similitude évidente as 
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ER Bresse œil 


| triangles NED, NN'G, que ING est aussi divisée en 
deux parties Fe au point D, et que DN— DG. 


fé JDes plus, DO —EF, GO=NQ', DE = FQ, R 


_ de N'G, FQ sera la moitié de Q'Q; ensorte que « 


_sin(a<+b},sin(a—b}), cos (a+b}),cos (a—b}, 


cause des Fin et comme DE est la moitié ! 


QF—= OF=DE. Enfin 

N OQ=DO+DN=EF+DN, 

NV —GQ=—DQ—DG—EF—DN, 
CQO=CF— FQ —=CF—DE, 
CO'=CF+FQ'—=CF+4DE; 

mettant pour (VQ, N'Q", CQ, COQ", leurs désigna= | 


tions respectives, savoir : 


DRE RE RC po 


j'aurai 
sin (a+b)=ÆEF+DN, cos(a+b)— CF—DE, 


. sin(a—b)—#£F—DN, cos (a—b)—CF+DE. 


Il ne reste plus qu'à calculer les quatre lignes EF, 
CF, DN et DE ; les deux premières s’obtiennent par les 
triangles semblables CHP et CEF, dont on tire 

CM :PM::CE:EF, CM:CP::CE: CF. 
Or, puisque AM—a, j'ai PM—sina, CP—cosa; 
il suit aussi des définitions du sinus et du cosinus (5} 
que EN est le sinus de l’arc MN, que CE en est le co- 
sinus, et que par conséquent EN — sin b, CE —=cos b; 


- d’ailleurs CM = R : substituant ces valeurs dans les 


proportions ci-dessus, je trouve 
C. 
Er MX CE E  snacosb : 


ÉTÉ PRES 
__CPXCE. cosacosb 
CR UE) 0 Rudi 


Je compare ensuite les triangles CHP , DEN, qui 
sont semblables, parce que les côtés du second sont. 


triangles, ; "7 
CMSEN::CP: DN, CM:EN: .PM:D à 
Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elles 
donnent 


EN X CP_sinbcosa 


CUT TR | 
PMXEN _snasinb | ni 
DE'= MT CR 


IRéunissant ces valeurs aux précédentes pour former 
celles de sin (a+-b) et de sin (a— b), il vient les En 


équations 
sin a cos b + sin bcos a F 


sin (ab) — R ——, À 
& 
in (rep = a cos b sin b M L 


PAcs D — sin a sin b 


cos (Ge ae, 


cosacosb+ sin a sinb. 
cos (a—b)— . x 
LL 
qui se réduisent aux deux qui composent l'énoncé de la 
proposition. 

Avec ces équations, on peut trouver le sinus et le 
cosinus d’un arc double, triple, et en général multiple 
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet, ‘7 4 
si l’on prend successivement b — a, b—2a, on aura 
2 sin a COs «a 

RA > 
cos a? — sin @? 
R & 
sin & COS 2a - Sin 2G COS &, 
cos acos 2a—sin a sin 24 
me on 


R 2 


sin 2a —= 


Cos2a4 = 


sin 3a = 


cos 3a — 
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SR RUE et o on tirera des deux dernières équations sin 3a et cos 3&, 
“PRES PE Rene sin 2a et cos 2a seront calculés. 


PANT  MOUT 2 sin @ COs & ' 
12. L'équation sinoa——, conduit aussi 


À 


du sinus d’un arc a, à l'expression du sinus de sa moitié. 


RL Si lon remplace cos a par sa valeur W/R2—sin a (*}, 
il vient alors 


À 2 sin a WR°— sin «° 
SN 20 
R 


et en élevant au quarré, on trouve 


FR sin 2@°— AR? sin a? — 4 sin af ; 


prenant sin a pour l'inconnue dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second degré, 


on obtient 
SIN ct V= RES RV/R —sin 20°. : 
Sil’on faitoa— a", on aura a —! a ,et par conséquent 


sn;ea = + RHLRV R—snae, 
ou sin —"+#"1 MAIRES Rooet 


en mettant cos a” au lieu de R°—sin «/° (10), en multi- 
pliant les quantités sous le radical par 4, et en divisant 
au-dehors par 2, ce qui ne change rien à l'expression. 
Pelle ést la formule qui donne le sinus de la moitié d’un 
arc , lorsqu'on a celui de cet arc. 


13. On peut arriver à ce résultat par une construc- 

tion très-simple. 
Fig. 5. Si l’on divisel’arc 497, fis. 5, en deux parties égales, 
la corde 4QM se trouvera également divisée en deux 


(*) Le Lecteur est prévenu que dorénavant je désigneraï le quarré 
du sinus de l’arc & par sin a?, expression qu’il ne faut pas prendre 
pour le sinus du quarré de Parc a, ainsi sin a? =(sina)?, 
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parties égales , et QW sera le sinus de AN ou de lamoit 
de AM ; le trianile AMP , rectangle en P, de. 


AMV PM + 4P: Du a 
et comme 4P — AC— CP=R—cosAM— Ris d 50 ; 


3% d’ailleurs PM — sin 4M—sin a", on aura 


he /sina#+R—2Rcosa —-cosa"?— V/2R°—2Rcosa 


4 cause que sina?—+cosa?—R? (10); et on en dé- 
duira 


OM=:A4QM—=; V/2R—2R cos d. 


On ne trouve de cette manière que la deuxième 
valeur de sin + 4’: l’autre est A0’; car l'arc MN' 4", 
qui compose , avec l’arc 4M, la demi-circonférence, a 
aussi pour sinus PM, puisque cette ligne est bien en 


effet la perpendiculaire abaissée de l'extrémité M sur 


le rayon C4’ qui passe par l’autre extrémité (5) ; et rien 
dans l'équation d’où l'on est parti, ne faisant connaître 
lequel de ces deux arcs on se propose de diviser, on 
doit trouver en même temps le sinus de la moîtié du 
premier et celui de la moitié du second. Suivant la 
construction , on aurait 


AM=NVPM+AP=VPM+(AC+ CP} 
V' sin a? + (R + cos a) 

V/ sin a? + R° + oR cos a Æ cos d? 

V/ 28° + 2R cos à, 


I HU 


et par conséquent 
‘MQ'=—sin } a =; V/2R+ 2Rcosa, 
résultat qui est la première valeur de sin : a’. 
Il faut bien observer que , quoique sin 4’ soit le même 


dans les deux valeurs de sin À a’, l’arc a’ est différent ; 
pour l’une d'elles, cet arc est 4MW, et pour l’autre 4/47, 


ER dé 


TS 7h d'un ue ou id un de) ce qu’il faut ajouter 
t "à cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits » 
Mon la dem: -circonfér ence. On conclura aussi de ce qui 
_ précède, que le sinus du supplément d'un arc est le 
même que celui de cet arc. Je donnerai plus loin des 
notions générales sur les différens arcs qui peuvent avoir 
fe même sinus, la même tangente , etc. 


14. Il suit de ce qui précède, que le sinus d’un arc 


quelconque AN est la moitié de la corde AM de l’arc 
double AN, et que la corde AM est le double du 
sinus de Lane AN, moitié de 4NM; de manière que 


lorsque les sinus sont connus, on en déduit les cordes, 
eb vice vers. | 


15. Ce ne sont pas -les valeurs absolues des sinus 
que l’on a besoin de calculer, mais seulement leur 
rapport avec Île rayon; puisqu'il suffit de connaître 

Frs. 2 dans tous les triangles CPM, CP'M, etc., fig. 2, les 
rapports que les côtés ont entre eux. On peut en con- 
séquence, pour plus de simplicité, prendre le rayon 
pour unité, et exprimer les sinus PM, P'M", etc. en 
parties décimales de cette unité ,ou, comme on le faisait 
autrefois , supposer ce rayon divisé en 100 000 parties. 


. 16. Il est à propos d'observer que la longueur d’un 
arc est toujours moindre que celle de sa tangente , et 
plus grande que celle de son sinus. En effet, si on 

Fig. 6. prend au-dessous du rayon 4€, fig. 6, l'arc AM" — 
AM , que l’on tire de la corde MM, et que l’on mène 
les tangentes A7, MT, il est facile de voir que ces 
tangentes doivent rencontrer toutes deux le rayon 4C 
dans un même point, puisque les triangles CMT et 
CM'T, sont égaux. Les lignes W7'et M'T' étant égales 
aussi bien que les lignes PM et PW", et les arcs ADF et 
AM', on aura 24M <9MT'et24M>>2PIM, parce 


hd AS € 


réa PA 


SE 


PCR RES 


que la longueur d’un arc de cercle est comprise 
celles des portions correspondantes des polygôn: es i | 
-crit et circonscrit { Géom. 151](*); et l’on en = 
clura 4AM< MT, AM > PM. MAL 
Je ferai remarquer à cette occasion, que le rapport 
“entre la tangente et le sinus d’un arc tend sans cesse 
vers l'unité, à mesure que l’arc diminue ; en effet, de 


sin a 
tang a — , On tire 
cos a 


= COS a; et comme 
tang a 


cos & approche sans cesse de l’usité , il s'ensuit que la 
tangente et le sinus approchent aussi de plus en plus 

de l'égalité, parce que la Zimite (Alg. 234) de leur 
rapport est l'unité. 

17. Ilsuit évidemment de là, que si la valeur dela tan- 

gente et celle du sinus d’un petit arc 4M, ne diffèrent £ 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres, 

ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une va— 

leur approchée de l'arc. En prenant, 
PM—0,0001, on trouve 


CP=V CM —PM—0,99 999 995, 
et MT— 


# 
j 
dE 
” 
L 
/ 
? 


par exemple, 


CHXPM 
Cp —2000 100 600 007 5, 


—————————_—_—_— 


° (*) La proposition rappelée ci-dessus est un cas particülier de 
P 


Cette autre : Les lignes qui sont partout convex 


gs dans le même 
sens, sont d'autant plus longues qu’elles s’écartent davantage de 


la ligne droite. En effet , si l’on mène à la ligne courbe 4CB IS. 73 Fig. 7 
intérieure à la courbe AMP, une tangente DEF, cette tangente sera 
plus courte que l'arc DME, et on aura ADEB < AMB. Tirant 
ensuite par les points Het Z, intermédiaires entre À et C, CetB, les 
tangentes FG, IX, on formera une nouvelle ligne brisée 4FGIXB, 
qui séra moindre que la première, puisque FG << FD + DG, 
IK < IE+EK. I est évident que l’on construira de Ja même ma- 
nière une suite indéfinie de lignes brisées-qui iront sans cesse en di- 
minuant à mesure qu’elles approcheront de se confondre avec ja 
courbe 4BC, qui sera donc non-seulement plus petite que 4MB, 
Mais encore que toutes les lignes brisées dont on vient de parler. 


Tin «2 ce ne diffère de PM qu’au treizième chiffre ; 
ax. “tu on peut donc prendre ce nombre. pour la valeur de 
l'arc AM exprimé en parties du rayon (*): 


18. Pour appliquer les formules des n°19, 11 et 10, 
il faut connaître au moins Le sinus de l’un des arcs com- 
pris dans le quart de cercle; or il y a deux de ces arcs 
dont le sinu$ est facilement connu, savoir, le quadrans 
et son tiers. En effet, Le sinus du quadrans n’est autre 
chose que le rayon, et le. sinus du tiers de cet arc est 
. égal a la moitié du r&yon. 

La première de ces valeurs est évidente par la figure 2; 
et la seconde résulte de ce que le côté de l'hexagone 
inscrit, ou, ce qui est la mème chose, la corde des % 
Fig. 8. du quadrans, fix. 8, est égale au rayon (Géom. 146); la 
moitié de cette A: sera donc le sinus dé 3 du qua= 
drans (14). 


En partant du quadrans entier, la Érmale 
sine =214Wo2R—o2Rcost 
donne le sinus de la moitié, puis celui de la moitié de 
cette moitié ou du quart Aa quadrans, et conduit à 
toutes les fractions comprises dans la suite 
.. CARPE 1 


LU 
2 Ho 55 16 32 CIC. 


(*) La même chose se prouve en réduisant en série l’expression de 
sna sin 4 


la tangente. En effet, on a tang a — —— (8,10); 
: cosa 1— sin 4° 
: , … + 1 
! sm 4 | . Et ; 
MAS —— —sina(r—sin a?) *; développant la dernière 
1—$sin a? # ; 


quantité , par la formule du binome, on trouvera 


, : tang a— sin 4 ++ sin u? + £ sin a + etc. mA 


Il est évident que tant que sin a sera une petite fraction décimale ;. 
le terme } sin a ne pourra influer que sur'les derniers chiffres de 
l'expression de tang a, et que dans les premiers on aura tang a=sin 4. 

Pour sin 4—0,0001, on a à sin 4? —0,000 000 000 000 5, résul- 
tat qui ne peut changer que le treizième chiffre. 
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de cet arc. 


On voit par là que s’il était divisé en un nombre de 
parties égal à quelqu'un desdénominateurs des fractions 
ci-dessus, on trouverait directement le sinus de chacune 
de ses parties, et on en formerait une table, en les 
inscrivant à côté des arcs auxquels ils appartiennent ; 
mais il n’en est pas ainei : les astronomes Indiens seuls 
paraissent avoir divisé le quadrans en 24 parties, pour 
en calculer les sinus. Un usage très-ancien , et ensuite 
d'autresraisons, ont fait adopter des divisions différentes 
des progressions indiquées ci-dessus. 


19. On divisait autrefois la circonférence entière en 
360 parties qu'on appelait degrés ; on subdivisait ensuite 
chacun de ces degrés en 6o parties appelées minutes, 
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes ; 
chacune de ces secondes en 60 parties appelées tier- 
ces, etc. La marque des degrés est le caractère ° placé 
à la droite du nombre et au-dessus, celle des minutes”, 
celle des secondes ”, celle des tierces ”, etc., ensorte 
que 42° 31° 14" 5" signifie 42 degrés 31 minutes 14 se- 
condes 5 tierces. | É 

Puisque dans la mesure des angles on n?a aucun égard 
à la valeur absolue des arcs, mais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière, il. semblerait 
fort naturel de la prendre pour l'unité, et d'exprimer 
les arcs par des fractions, soit quelconques . soit dé- 
cimales. Cependant quelques considérations particulières 
ont détermine les Savans chargés de la réforme des poids 
et mesures, à prendre l'angle droit pour l’unité des 
angles, et par conséquent le quart de cercle ou qua- 
drans pour l'unité des arcs. Il# l'ont divisé en cent 


Fig. o. 


Fig. c: 


gu 
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parties égales qu’ils ont nommées grades, et qu'ils 


ont substituées aux anciens degrés; puis chacun de ces 


grades en cent parties égales. Ces dernières divisions 


remplacent les minutes, et peuvent être subdivisées 
autant qu’on le voudra, suivant la progression décimale. 

En employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle, j’exprimerai les arcs par des 
nombres décimaux écrits à l'ordinaire ; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités , et à droite, la lettre 9, 
pour désigner que l’unité est Le quart de cercle , et pour 
empêcher qu'on ne confonde les mesures d’arcs avec 
les autres nombres, 09,435 , par exémple, représentera 
l'arc égal à 5 ou 5% du quadrans, et sera par 


10090 100090 


conséquent composé de 43 grades et bo minutes (*). 


20. Le rayon du cercle sur lequel on se propose de 
construire les tables étant 1 , et sa circonférence étant 
désignée ordinairement par 27, le sin de 4B,fig:9, 
ou sin +r=—=1; on a d’ailleurs cos + 7 —0 : faisant donc 
a'—}7 la formule sin 1a°—21 ÿ/2R°— 2R cos a (13) 
fait voir que le sinus de la moitié du quart de cercle ou 


de rest 1y/2 (XX). 


(*) Il paraît que les PERCIRAIES raisons qui ont fait choisir l’angle 
droit pour unité, sont, 1°. que le cercle entier, à proprement parler, 


: ne*mesurefpoint un angle, puisqu’alors le rayon mobile CA, fig. 2, 


est revenu s’appliquer sur.le rayon C4; 20. que le sinus, auquel on 
rapporte toutes les autres lignes trigonométriques , prénd dans l’é- 
tendue du quart de cercle, ou de Pangle droit, toutes les valeurs 
dont il est susceptible. } 


(**) On pent aussi s'en convaincre à priori, puisque le triangle 
CMP, fig. 9, est alors isoscèle, et que l’on a par conséquent 


HP ee) à 
2P M = CM= 1; 
d’où 
PM =:=, « uVeE = 2x 3=iVa 


L’arc 


sin 07,5 —=cos0,5= + /2—0,707106781186. 
Maintenant si on fait 07,5 — à’, on trouvera 
| sin£a/=sin of, 95 — 0,382683432365, 
cos, d'—cos0!;25 —0,92587953251:1 ; 


{mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 

parties égales, on ne tombera sur aucune des parties 
décimales du quadrans : on parviendra seulement à des 
arcs de plus en plus petits, et qui par cette raison appro- 
theront sans cesse d’être égaux à leurs sinus (17): 
A la quatorzième division , par exemple, on arrive à 
un arc qui n'est que --- du quadrans, et dont le 
Blnus est 0,000 095 873 799, moindre par conséquent 
que o,0001 :'la petitesse. de cet arc est donc telle x 
qu'il ne différera point de son sinus dans lés 12 premiers 
chiffres décimaux. 


A plus forte raison en sera-t-il de même pour les 
ircs moindres ; or il est visible que tous les arcs qui se 
onfondent avec. leurs sinus et leurs tangentes, sont, 
>roportionnels à ces lignes : il vient donc 
Ê LEE 17. 2e 11 
Ca 16584 ‘100000 °° 16384 * 100000 ? 

OU :: 100000 : 16384, 


loù 
FN ES 
ino7 00061 sci e 5 63 
) = —————— 0,000 O1 
160000 ARE Tee PDO 


Au moins dans les douze premières décimales. On trou- 
réra par la même raison 
sin 09,00002 = 9 sin 07,00001 
sin 01,00005 = 3 sin 0f,00061 
sin Of,00004 = sin of,cooo1 
l etc. 
Trigonométrie, 6° édition, 2 
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Ayant soin de calculer en Hénid temps le cosinus et! 
tangente de chacun de ces arcs, on verra qu'on peut suiv 
cette voie jusqu’à l’arc dont le sinus et la tangente se cor 
_ fondent encore dans les douze premières décimales. 

Si l'on ne voulait avoir les valeurs approchées que ju 
qu'à la huitième décimale, on pourrait pousser ain 
jusqu’à l'arc de of,oo1. , Ç 

Pour s'élever ensuite à des arcs plus grands, on. 
servira des équations 


sin 24 =—= 92 Sin @ COS 
cos 2a — cos a? — sin a? 
sin (ab) = sin a cos bÆ sin b cosa 


cos (a b) = cos a cos b Esinasinb; 


faisant successivement a-—0!,001., 401,002, etc. da 
les deux premiers, on en déduira 


ginof,002, cos 09,002, sino?,004, cos 07,004, etc: 


et prenant ensuite &—07,001, b—01,002, a—01,00 
b—01,005 ,.etc., on Lobtiendra , par le moyen des de 
Cern Me, 


sin 0,003, cos 01,003, sin ofo0b, cos 0,005, 


Cet exposé suffit pour faire conceyoir comment 0) 
pu former les tablestrigonométriques. Il existe d’aille 
des méthodes plus expéditives pour calculer les sinust 
arcs quelconques, par le moyen de séries convergen 
qui se déduisentdeséquations du numéro 11.Onlestre 
vera dans l’Introduction de mon 7 raité du Calcul a 
rentiel et du Calcul intégral. 


21. Pour faciliter les calculs on a ‘substitué dep 
long-temps aux valeurs des sinus, cosinus, tangente! 
cotangentes, leurs logarithmes; et dans la plupart 
tables, on ne trouve plus que ces derniers; ensorte qï 
par leur moyen, on résout toujours l’une ou l'autre 
ces questions : | 
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| *. Un arc étant donné, trouver le logarithme dt le 
sinus, Ou de son COSINUS , ou de sa tangente, ou de 
sa cotansente. A 

2°.Connaissant le logarithme du sinus, Ou du cosi- 
aus, ou de la tangente, ou de la Contangente d'un arc, 
4? ouver cel arc. 

La solntion de ces questions tient à la disposition des 
tables, disposition qui n’est pas la même dans toutes, et 
qui se trouve toujours expliquée en tête de Ébadine 

telles; c'est pourquoi je n’en parlerai point ici. Je 

e bornerai à indiquer les tables de Callet, comme les 

lentes relativement à l’ancienne don, et celles de 
Borda, ou celles de MM. Hobert et Ideler , par RDA à 
Ja nouvelle. 
MLestables trisonométriques n AS LU quel’ étendue 
du quart de cercle, mais elles donnent malgré cela les 
sinuset les cosinus, EL tangentes et les cotangentes pour 
tous les arcs, quelque grands qu ils soient , ainsi que je 
vais le ftel voir en examinant la ARR des lignes 
trigonométriques par rapport aux divers degrés de gran- 
deur par lesquels peut passer un arc de cercle. 


| 2 


22. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se 
pénétrer d'avance de la continuité qui règne toujours 
entre les différens résultats qu'on déduit d’une même ex- 
pression algébrique , ou d’une même construction géomé- 
trique, et qui consiste en ce quechaque valeur que prend 
Fexpression dont il s’agit, est toujours précédée ou suivie 
de valeurs qui diffèrent aussi peu qu’on voudra dela pre- 
iière ,et en ce que , dans quelque pégitie que ce soit d’une 
Jigne , on peut toujours concevoir déux points qui soient 
aussi voisins l’un de l’autre qu'on voudra. Cela posé, si 
on conçoit que le rayon AC, fig. 10, d'abord couché Fig. re. 
sur 4C, tourne autour du point €, comme sur une char- 
mère , ce rayon formera successivement, avec ÀC ,tous 
les angles possibles ; et le point A7, situé à son extrémité, 

B À 
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passera sur tous les points de la circonférence du cercle 
ABA'B"A , ou, ce quiest la même chose, la décrira. En 
suivant avec attention le mouvement que je viens d'indis 
quer, on voit d’abord qu’au point 4, où l'arc est nul, le 
sinus est nul aussi, et le cosinus ne diffère pas du rayon. 
. AC. Lorsque le rayon CM s'est détaché de AC, ie sinus 
PM augmente à mesure que le point A, que j'appelleraë 
désormais le point décrivant, s’avance vers B ; et quand 
il y est parvenu, PM devient égal à CZ, ou au rayon 
Dans les mêmes circonstances, le cosinus PC diminue 
sans cesse, et devient nul lorsque le point A7 esten 85 
l'angle 4CB est alors droit et l'arc 4B=}7. Le point 
M continuant son mouvement au-delà du point? , le sinus 
décroît , et le cosinus, qui tombe maintenant sur le dia= 
mètre 44’, d’un côté du point*«C,. opposé à celui où il 
était avant le point PB, augmente. C’est ce que prouve là 
seule inspection de la figure : P°W, sinus de 4BM, est 
moindre que BC , sinus de AB, et CP", cosinus du pres 
mier de ces arcs, surpasse le cosinus du second, qui est 
nul. Il est à propos de remarquer que PM” et CP'sont 
respectivement le sinus et le cosinus de l'arc: 4°M4 
compté du point 4’ et supplément de 4BM'; d'où il suit 
qu'un angle obtus a le méme sinus et le même cosinus 
que son supplément. fl 
Lorsque le point M est parvenu en 4’ le sinus est nul 
comme au point 4, et le cosinus est encore une fois égal 
au rayon. Au point 4”, l'arc 4B 4° est égal à la demi= 
circonférence, ou à æ ; l’angle 4CM a atteint sa plus 
grande limite, malgrien ne s'oppose à ce que le rayon 
CM etle point décrivantne continuentleur mouvement, 
en passant au-dessous du diamètre 44°. Le sinus, qui 
devient alors P"M", tombe aussi au-dessous du dia 
mètre, et augmente à mesure que le point M" s'approche 
de B”, tandis que le cosinus CP" diminue. Au point B/ 
où l'arc 4BA'B" est les + de la circonférence, ou x} 


«* 


Tun est égal au rayon CB’, et l’autre est nul. Enfin> 
depuis 8° insqu'en À, le sinus P"M", toujours au-des- 
sous de #4”, diminue sans cesse, et le cosinus CP”, qui 
se trouve alors du même côté où il était dans le premier 
quart de cercle 4B , augmente et devient égal au rayon 
en À. À ce point (RNCS eut nul, le point décrivant a 
achevé une révolution, maisil en Det recommencer une 
autre ; et considérant toujours comme un seul arc la to— 
talité du chemin parcouru par ce point, depuis le com- 
Mencement du mouvement, il en résultera des arcs plus 
grands que la HE ontélélce et qui auront les mêmes 
sinus, cosinus, tangentes, cotangentes, que ceux qui 
ont été décrits dans la première révolution. Ces considé- 
rations mènent à des conséquences très-importantes pour 
l'analyse, et que j'ai développées dans mes Traités de 
Calcul différentiel et de Calcul intégral. 

23. Il faut chercher maintenant comment les expres- 
sions algébriques des sinus et des cosinus répondent aux 
diverses circonstances que je viens d’ exposer. Pour 
cela, je fais d’abord a=—1 7 dans les équations 


cos (aHb)—cosa cosb—= sin a sin b À (A) 
sin (ab) = sin a cos b Æ'sin b cosa "+ 
En observant que cos ir —0o, et que sin 27—1, on 

trouve 
cos (rLb)— sin D, 
sin M Dent n 


Il faut remarquer deux choses dans ces expressions, 
savoir , leur valeur absolue, et le signe dont elle est 
affectée,  . 

Cette valeur se vérifie sur la figure; car 4B étant 
37,si on prend l'arc BM'-pour b, l'arc AM! sera 
270; mais PM" étant le sinus de 4 M’ aussi bien 
que de AW”, sera le cosinus de BM! ou de b, tan- 
dis que CP’ en sera le sinus. 


u RE 
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* Quant au signe — qui affecté cos (17 D) il em 
résulte que si l’on regarde comme positifs le sinus et le | 
cosinus d’un àre moindre que le quart de la circonfé-. 
‘rence, le cosinus d’un arc plus grand sera négatif, 

tandis que son sinus sera positif. Si l’on fait aussi b—27, | 
ON aura COS 7—— 1, Sin r—0. | | 


y: 
Supposant RAT que, dans les équations (A), À 1 
a=—r, on obtiendra, d’après ce qui précède, | 
cos (x b) = — cos b | 
sin (70) — sin b. 
La valeur absolue de ces ati peut se vérifier 
aussi facilement que celle des précédentes : leur. 
signe montre que tout arc compris entre 7 et + 
aura son sinus et son cosinus négatifs ; et lorsque 
b=27 , on a é | 


cos ÈT—0O sin 27 ——1. 
Enfin quand a—Ë 7, les équations (A) se réduisent, 
en vertu des valeurs Scale à ; \ 
cos (327 HD) —Æsin b, 
sin (5x +b)——cosb, 
et il s'ensuit que tout arc compris entre 7 et£ 7 ou 2x, 
ason cosinus positif et son sinus négatif. 
En récapitulant ces résultats on verra, Je 
1°. Que depuis lé point 4 jusqu’au point 4’, où l'arc! 
APBA'—7, les sinus sont positifs ; | 
Que depuis le point 4 jusqu’au point A,oùlarc| 
ABA' B'A—9T, c'est-à-dire de 7 jusqu’à 2x, les sinus 
* Net 
°, Que depuis le point Z jusqu'au point B, où l’are 
Pre æ , les cosinus sont positifs; 


4°. Qué ÉebE le point Z jusqu’au point 2”, où l'arc. 
ABA'B'—3r, c'est-à-dire de : 7 à?7, les cosinussont! 
négatifs; | 
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5°, Enfin, que depuis le point 2" jusqu’au point 4, où 
l'arc ABA'B'A—or, c'est-à-dire de À 7 à 27, les cosi- 
nus sont positifs : 
| Et l’on remarquera sans peine que les sinus changent 
de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre AA, 
et les cosinus, lorsqu'ils passent d’un côté à l’autre du 
point C, ou qu'ils tombent en-deçà ou en-delà du dia- 
mètre BB, perpendiculaire au premier. 
| “Avec ces attentions, on étendra les formules du 
n° 11 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
MN, fig. 4 yet les valeurs conclues de ces formules s'ac- Fig. 4. 
corderont ayec celles qu'on déduirait de la construc- 
tion et des raisonnemens du n° cité, si on les appli- 
quait immédiatement aux arcs proposés, exercice 
qui peut être utile au lecteur. 
24. Ensuivantle cours des tangentes on trouvera qu'elles 
augmentent sans cesse depuis le point À, fig. 10, jusqu’au Fig. 103 
point Z, où l’arc 4M est devenu égal à x. À ce point, 
Ja sécante NC, se confondant avec CB, est parallèle à 
la tangente AN, et ne la rencontre par conséquent plus; 
ensorte que l'arc 4B n’a point, à proprement parler, 
de tangente trigonometrique. On dit cependant que sa 
tangente est infinie; mais par cette expression, il faut 
entendre qu’en prenant le point #7 aussi près du point B 
qu'il sera nécessaire, on trouvera une tangente AIN 
| plus grande que telle quantité qu’on voudra. C’est aussi 


sin «a 


: ce que prouve l'équation tang a — qui donne 


COS a ? 
pour tang a une valeur d'autant plus grande , que cos a 
est plus petit, ou qu on approche davantage du point Z. 
Lorsque a — 01,50, il vient cos a—sina et par 
conséquent tang 07,50 = 1. 
On prouve la même chose par le triangle CAN, fig. 9, Fig. a. 
qui devient isoscèle dans ce cas, puisque l’angle 4CN 
étant égal à la moitié d’un droit, il en est nécessairement 


| 
: 
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de même de l'angle ANC; la tangente AN est don& 
égale au rayon, 


Fig. 10. Quand l'arc AW, fig. 10, est plus grand que : 7, le 
rayon CM ne rencontre plus la ligne JV au-dessus du 
diamètre, mais au-dessous. La véritable tangente AIN? 
est égale, ainsi qu'il est facile de le voir, à 4’n! tangente 
de l'arc 4'M, supplément de AM/, mais se trouve pla* 
cée dans un sens opposé. Dans le troisième quart du cer 
cle, la tangente, qui a été nulle au point #’, repasse au= 
dessus du diamètre 44’, et AN.est encore la tangente 

*. de l'arc 44’M". Le rayon devenant encore parallèle à 
ÆN , au point £”, la tangente est encore infinie à ce 
point, passé lequel elle revient au-dessous du diamètres 
en effet, l'arc 4 4'M", par exemple, a évidemmentpour! 


Sig. 


tangente 41”, | 4 
25. Je vais examiner maintenant ce qui résulte de 
, AU sin a 
l'expression algébrique tang « — ; 
cos & 


Il est visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe, ce 
qui a lieu depuis o jusqu'à 57, et depuis 7 jusqu'à 5 73 
elle sera par conséquent négative depuis +7 jusqu'à 7, 
et depuis ?7 jusqu'à 27 ; d'où il suit que, pour les tan 
gentes comme pour les sinus et pour les cosinus, les chan+. 
gemens de signes correspondent aussi aux changemens 
de situation. On trouverait de même que les cotan— 
gentes sont positives depuis o° jusqu à £7, depuis æ 


jusqu'à £r, et négatives depuis 27 jusqu’à 7, depuis 
27 Jusqu à 27. 

26. Dans le calcul on rencontre quelquefois des arcs 
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent aussi se 
déterminer par les formules du n° 11. L'expression de 
sin ( a—b) changeant de signe quand on y change a en b 
et ben a, fait voir que sin (b—a)=—sin (a—b}: 
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ainsi quand a >b, l'arc négatif b— a a un sinus néga- 
tif. 


en prenant AM—b, MN=a, et portant ce der- 
nier arc au-dessous du point #7, pour opérer comme ila 
été dit dans lé numéro 11, l'arc AN'setrouverait au-des- 
sous de AC au lieu d’être au-dessus : le sinus Q’N’chan- 
gerait donc de côté, ainsi que l'arc. Quant au cosinus, 
il demeurerait du même côté; et par les formules on 
trouve aussi que cos (b— a) —cos (a —b). 

, 27. La proposition démontrée dans le n° 11 a encore de 
nombreuses conséquences, dont quelques-unes seront 
nécessaires dans la suite; c'est pourquoi je les place- 
rai iCI. 

1°. En ajoutant entre elles les deux équations 
sin acosbH sinbcosa 


sin (a+ b) — À 
2: 
’ À sin a cos b — sin b cos & 
sin (a—b) — PU JTE ; ; 
on aura 


9 sin a cos b 


sin (a+ b) + sin(a—b) = À: SH 
» d’où 
sin a cos b— sin (a+ b) RE sin (a—b). 
9, En retranchant la seconde équation de la pre 
mière , On aura 


sin (a +b)— sin (a—b)— 


° sin b cos & 
À > 


d'où 
sin b cos a —T sin (a+ b) — É sin (a—b). 
Lorsque ab, cette formule etla précédente donnent 


É it 
cos asina=— — sin 24. 


Si l’on construisait la figure 4* dans cette hypothèse, Fig. 4* : 
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3°. En ajoutant entre elles les deux équations 


cos a COS b— sin a sin b 


cos (a+ b)— Hi ON 0 
4 (c BNC cos b— sin asin 1e 
AR : @ 
on aura 
; 2 cos a cos b 
cos (a+ D) + cos (a — b) — EE 


d'où | 
cos 4 cos b — É cos (a+b)+ 4 cos (a—b}. 


Lorsque a —b, cette formule donne 


2 


2 


R 
COS a°=— — cos2a+—, 
2 2 


en observant que Île cosinus est égal au rayon, lorsque 
l'arc est nul. 


4°. En retranchant la première équation de la se- 
conde , il viendra 
2 sin a sin b 


cos (a—b)— cos (a+ b) — Ua 


d'où 
sin @ sin b — À cos (a— b) _— cos (a +-b). 


EÉorsque a—b, cette formule donne 
2 
sin = —— — cos 24. 
2" Vie 


+ 


5°. Si l'on fait a+b=—x,a—b=—b", on trouvera, 
en ajoutant ces deux équations, °&a—«a+-b", et en 
retranchant la seconde de la première, 2b—=a@ — b'; 


d'+b UN ad 
D PER T7 2 5 


Mettant ces valeurs de a et de b, dans les expres- 
sions de sin a cos b, sin b cosa, cosacos b, sinasinb, 
obtenues précédemment, on trouvera 


il suit de là que «a — 


» 
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sin À (a + D’) cos x (a! — b") — E (sin a” 1 sin D") 
cos 2 (a + b”) sin (a — b°) =" (sin a — sin b") 


cos 


b|= 


(a + by cos x (a — D) = (cos a + cos D") 


sin 


(a! + b") sin + (a — db) =? (cos b'— cos a”). 


bi 


Divisant la seconde des formules précédentes par la 
première, on aura 
/ 
cos 2 (a + b'y sin + (a —b") 
EE —————— Pa 2 
sin + (a + b'}coss (a —b") 
sinl(a—b) cosi (a +b") sin a—sin b 
cos+ (a —b") sin + (æ + D) sina +sinb" 
sin À tang 4 


Observant ensuite que = — = pe CO), et quepar 
conséquent Age on obtiendra 
i 
î sin sin 4 TT tang tang À? 


tang 2 (a'— D") ina —sinb" 
tang 5 (a + by 2 sin a +sinb" 
On conclura de même des deux dernières formules 
rapportées ci dessus, üue 
cos b— cos a” __ tang2 (a! + b") tang 2 (a! —b7) 
cos & + cos b" Fe a 
6°. En divisant l'expression de sin (a-Eb) par celle 
de cos (ab), on aura 
sin (ab) sinacosbæÆsinb cosa 
cos (ab)  cosacos b — sin a sin b? 
divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de 
la fraction du second membre par cos a cos b, elle de- 
viendra 


418. I I e 
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sin À __ tang A 


et comme en cénéral — 8), on obtien- 
ë cos À — (6), 


dra par cemoyen . 
tang a, tang b 
— +2 
tang(a+b) RAR  _R(tangaHtangb). 
R Or EE bb R?=tangatangb ? 
R R 


cape" a tang :b) 


et enfin tang (ab) — RT tang b.' 
ang a tang 


2 


R 
Die (0) , On trouvera 


cot (ab) — Æ° ni”. | * = tangatang b . 
TR tan E (a b}pe tang a Æ tang b 
Ra: 
cot a cot b 
BU LRET t E Da 
RS SUR EES 
cota  cotb 


En se rappelant que cot 4 — — 


et en réduisant, on parvient à 


cot a cot b = R? 


ALPINE 
cot(a5)— cotb Hcota 


ro / nu 7 AN 

28, Liéquationt CA) = UC rot 
tang > (a +b)  sina +sinb 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 
est & leur différence, comme la tangente de la demi- 
somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-diffe- 
rence, s'obtient immédiatement par une construction 
géométrique fort élégante. 


de 


AM et AN, fig. 11, étant les deux arcs a’ et b’, on 
aura MP =sina, NO —sinb"; menant INC pa- 
rallèle au diamètre AB s Dtélonecaut WRI jusqu'en 7, 
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il en résultera ca 
MR = MP — NO = sin & —sin b’, 
MR=M'P +NQ—sin a -{.sin b' (14). 
Cela fait, si du point €, comme centre, et d'un rayon 
CD, égal à celui du cercle 4CB, on décrit un arc EDG, 
que l’on mène au point D de cet arc une tangente ter- 
minée par les droites CM et CM, il est visible que DF 
et DIT seront les tangentes des arcs DE et DG, qui me- 
surent les angles MCN et NCM'; et comme ces angles 
ont leur sommet à la circonférence du cercle 4CB, ils 
auront aussi pour mesure la moitié de 
NM= AM — AN—= a —b!, 
et celle de 
NM—AME#AN—« + b': 

on aura donc 

DF=tang +(a—0b), DH—=tans! (a’ + b7). 
Mais à cause des parallèles J/M' et FH, on aura cette 
proportion 

MR: MR::DF : DH, 

sina’—sinb’:sina"+sinb"::tang:(a—b'}:tang!(a'+- b”), 
ce qui revient à l'équation proposée. 

Il serait facile de modifier la construction ci-dessus de 
manière à en déduire les diverses équations analogues à 
célle qu'on vient de démontrer. 


29. Comme on a souvent occasion de faire usage 
des formules auxquelles je suis parvenu précédem- 
ment, je les ai réunies dans le tableau suivant, avec 
d’autres qui s'en déduisent par des procédés faciles à 
imaginer. Les numéros qu'on lit après chaque formule 
marquent les articles où elles ont été trouvées, ou 
desquels on peut les conclure. 


# 


+ Y, "4" 403 4 
* t « "# ES ( 
4 PE he # 
(57 toi 4 
ï Er } 
L) "1 nd 
LAN 
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plus usitées. 
sin a° + cosa®— R? (10) 


. sin & cos b sin b cos a 
since D) RE Te 


R 
cos a cos b — sin « sin b 
COS (a 5) 


sin acosb—  YR[sin (a+ b) sin (a—b)] 
cos a sin b—  LR[sin (a+ b) — sin (a—b)| 
cosacosb—  +R[cos(a+-b) +cos(a—b)] 
sin a sin b—— LR[ cos (a+ b) —cos (a—b)] 
sin a +- sin b — À sin 2 (a + b) cos (a— b) 
sin a — sin b — 


cos a - cos b — 


co a cos b=— 


Slv lv 516 


2snmacos a 
in 20 6: 28 
R ” 

. CoOs a —sina?  2cosa?— À? 
COS QD ——— "> (11 


L mo à 
sin a’ —+R(R— cos 2a) (27) 
cosa’ =; R(R+ cos 5a) (27) 


Rsina 


tang/(a Kb) — — 
8 ( ) cos (ab)  Rtangatang 


Tableau des formules trigonométriques les 


(11) 


cos 3; (a b) sin + (a — b) 
cos 3 (a + b) cos ? (a —b) 
sin 2 (ARE) sin : (a —b) 


) 


tanga———— (8); Fcota— à 
cos a tang a sin a 
ie F° 
séca— >)  COSÉC.a — — (8) 
cos a PAU, Sin a 


Rsin(a+b) _ R?(tangaHtangb) 


b 


(27) 


(1,)  sinja—=1iy/aR°—oRcosa (13) || 


sin @?—sinb?=cosb®—cosa=sin(a+-b}sin(a—b) (11, 10) 
cosa?— sin b— cos (a-b)cos(a—b) (11, 10) 


n2 Rcosa 


(9) 


(27) 
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. cv? 4 + , eu ne - N À 
Suite du T'ableau des formules irigonométriques. 5 


BR? sin (a + b) 

cos a cos b 
R° sin (a— b) 

COS «a COS b 
F2 sin (a +- b) (8, 11} 
sin a sind. 

cot a — À, , hiels Cent] 
A sn asnb 
; % Rt sin (a + b) sin (a —b 

ee Am “os D Men | 
|. Rtsin (a bain Ça—b)( (> 1) | 


sin a? sin 0* 


sin @=-sinb _ tang ;(a+-b) | 

sina—sinb tang+(a—b) 

sina+sinb.  ,tangs(a+b) sina _ tangza 
8 


tanga+tang b — 
tang a — tangb— 


cota— cot b— 


cot a — cot b— 


cosa +cosb = ñ » Rico. LR 
Sin a+sinb cot:(a—b) sina «  cotia 
Cosa—Cosp À RT MER eco" it À 
sina—sinb :  tang ;(a-—b) | 
cosab+cosb | FRET 

sin a—sinb cot + (a+b 

lcosa—cosb. FR 

cosa +cosb cot x (a—b)  séc a+ séc b 
cosa—cosb tang ! (ab)  stca— sec b 


R tang a | ‘eg 
que À COS & 


sin «a —= 


V/ R?—tans a? : V/ R°<tang a* Fe 
R=—sin 19 =coso1—tang 1— cot 1 —séc of—coséc 1f 
Ranec: 5 11(235.24) 
sin a— + corde 2a (1/) 

sin (19#b)=#cosb, cos (19+b) = — sin b 
sin (99+b)== sin b, cos (97+b) —— cos b 3 
sin (Hb)—=—cosb, cos (310) — + sin bÇ (29): 
sin (4+b) = =sinb, cos (47#+b) — + cos b 
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80. Je vais parler maintenant de l'application des 
tables trigonométriques à la résolution des triangles, 
pour laquelle il faut se rappeler que , par le moyen de 


. ces tables, lorsqu'un angle est connu, la valeur de son 


sinus, celle de son cosinus , celle de sa tangente, et celle 
de sa cotangente sont connues aussi, et que, récipro= 
Guement , quand la valeur de l’une de ces lignes est don- 
née , celle de l'arc doit être regardée comme donnée, 


Soit CDE, fig. 19, un triangle rectangle en D; de 
l'un des angles aigus ©, on décrit, avec un rayon égal à 
celui des tables, l'arc 4XZ, on abaisse PM perpendi- 
culaire sur 4€; enfin on élève la tangente 44, pour for- 
mer les deux triangles des tables, savoir , CPM qui sera 
celui du sinus et du cosinus, et CAN celui de la tan- 
gente et de la sécante. L’un et l’autre seront semblables 
au triangle proposé ; et en les comparant successivement 
avec celui-ci, on en tirera 


CMS'PM CE NDE Ry'sin QC: CE: DE 
CM: CP :2CE% "CD j on TRE cos CE CE: CD: 
CA : AN HODNR'DE "or DR Etans C°: CDIDE, 

L'angle Æ étant complément de l'angle €, on aura 
cos C=sin Æ ; les deux premières propositions peuvent 
se réunir dans une seule et s’énoncer ainsi: Le rayon 
est au sinus de l'un des angles aigus du triangle rectangle 
proposé, comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet 


angle. 


La troisième montre que le rayon est à la tangente 
de l'un des angles aigus du triangle rectangle propo— 
sé, comme le côté de l'angle droit, adjacent à cet angle 
aigu, est au côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître 
deux des trois autres termes de chacune des proportions 
que je viens d'énoncer, pour trouyer celui qui reste. 


Ainsi 
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Ainsi, par la première on déterminera toujours une de 


ces trois choses : l'hypoténuse , un côté etun angle aisu, 
lorsqu'on en connaîtra deux. 


Je mets simplement un angle aigu, quoique la pro- 
portion exige que cet angle soit opposé au côté donné 
ou cherché, parce qu'un des angles aigus fait trouver 
l’autre sur-le-champ; et que par conséquent si celut 
qu'on connaît ou qu'on cherche, ne remplit pas cette 
condition, on peut employer son complément. 

+ Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtés d'un angle droit 
el un angle aïgu, lorsqu'on en connaîtra deux. 

- Il suit de là, 1°. que, connaissant un côté et un angle 
d'un triangle rectangle, on peut calculer les deux autres 
côtés ; 2°. que, connaissant deux quelconques des côtés, 


on peut calculer jes angles aigus. 

Ces deux cas ne comprennent pas celui où l’on a deux 
zôtés quelconques d’un triangle, et où l’on cherche le 
troisième ; mais celui-ci se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle rectangle, qui donne 
EE es Pa mp VA FFERTES 
CD 4DE = CE, et d'où l’on tre CE — V CD+DE, 
. Si l’on connaissait l’hypoténuse CE, et l’un des côtés 


le l'angle droit, DE, par exemple, on aurait 


CD=V CE — DE. 


En observant que CE DE CE+DEY CE—DE), 
[et en prenant les logarithmes des deux membres de 
[équation CD— Y(CE+DE) (CE DE), on 
j‘rouverait | 
ICD=;[I(CE +DE)+1 (CE— DE)]. 
Lorsqu'on construit des formules qui doivent servir 
à des calculs numériques, il faut toujours tâcher de les 
Trigonométrie. 6° édition. 3 


NOR ARE at Lu 
ra # 
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préparer de manière qu’on puisse y appliquer les 10 
garithmes commodément; c’est-à-dire qu’on ne soit] 
obligé de passer des logarithmes aux nombres, et de! 
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu'il 
est possible. En appliquant les logarithmes à la re- 
cherche de CD , au moyen de sa première expression ,| 
on sentira bien évidemment l'objet de cette remarque. 


Î 


Je terminerai cet exposé des principes qui servent 
à résoudre les triangles rectangles, en observant que les: 
deux cas traités en dernier lieu, se résolvent aussi par! 


les deux proportions rapportées au commencement del 
| 


cet article; car, 1°. si, connaissant CD et DE, on] 
veut trouver CÆ, on pourra calculer l’un des angles 
aigus, €, par exemple, par la proportion R : tang C 
:: CD : DE; ayant trouvé cet angle, on calculera! 
l'hypoténuse CE par la proportion À : sin C:: CE) 
: DE, dans laquelle on connaîtra les trois termes R, 

sin C et DE. 2°. Lorsque l’on connaîtra l’hypoténuse] 

CE et l’un des autres côtés, CD, par exemple, on! 
calculera l’angle aigu opposé au côté cherché, par là 
proportion R : sin £ ou cos C:: CE : CD; puis on 
trouvera le côté DE par la proportion À : sin C :: CE, 

: DE. \l 

31. On peut résumer ce qui vient d’être dit sur les 
triangles rectangles d’une manière commode , en dési- 
gnant leurs angles par 4, B, €, À étant l’angle droit; 

et nommant a, b et cles côtés qui sont respectivemeni 
opposés à chacun de ces angles, ainsi que le montré 

Ejg. 13. la figure 13. On aura d’abord par le premier principe 


RA'an Cac, R:snB':a:b, 
d'où l’on tirera 
c Nb E b __sinB 
2 AU aECRE 
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Chassant a de ces deux équations, ce qui se fait en di- 
visant chaque membre de la première Par son corres- 
2ondant dans la seconde, on trouvera 


’ sin € tance C 
?t comme sin P—cos €, et que ——© — 5 


= 2, ;l en 
cos C R'e 

y c__ tangC 
“ésultera -— 


| b 


4 . . U \ Il 
>» équation qui représente le second 


principe énoncé dans le numéro précédent. 

, Enfin, si l'on quarre chaque membre des deux pre- 
mières équations, et qu’on ajoute ensuite, membre à 
nembre, les équations résultantes, en observant que 


sin €? + sin B?°—sin CE cos €? — 2 (10), 
In aura 


c* b? 


— 2 di re 
ETas—t, ou à + © — @. 
L suit de là que les deux équations 
CE NS b sin? 


— 


a, ROMA TR)? 
uffisent, conjointement avec la relation quiexiste entre 


8 angles B et C, pour résoudre tous les cas des trian 
les rectangles. 


32. Le principe sur lequel est fondée là résolution des 
riangles rectangles, conduit à celle des triangles quel- 
onques. En abaissant de l'angle Z du triangle 4BC, 

8: 14, une perpendiculaire BD, on formera deux Fig. 14. 
ciangles 4BD , BDC, rectangles en D ; on aura dans 
> premier 


R'sin 4°: 4B° BD, 
t dans le second 
R:sinC!:BC:BD,. 
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ce qui donnera ” | 
RKBD=sinA4X AB RXBD=sinCXBC, 
et d'où il suit par conséquent 
sin 4 X AB=—sinCX BC, ousin 4 : sin C' "BC 20 
Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors, l'angle € 
n’est pas commun au triangle 4BC et au triangle BCD; 
mais l'angle BCD et l'angle BCA, valant ensemble 
deux angles droits, ont le même sinus (22). | 
La proportion obtenue ci-dessus peut se convertit 
en principe général, et s'énoncer ainsi: Dans un 
triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles. ; 
53. La même proposition se démontre aussi de Î 
manière suivante, qui paraît plus analogue à l’idée que 
j'ai donnée de la Trigonométrie , dans les numéros 1 et 2; 
Ayant inscrit le triangle 4 BC, fig. 15, dans un cerclé, 
si l’on décrit du centre O de ce cercle, et avec unrayor 
Oa, égal à celui des tables, un cercle abc, puis qu’or 
joigne par des droites ab, be et ac, les points où le 
rayons 4O , BO, CO ,rencontrent le cercle des tables. 
on formera un trianglé abc semblable au triangle pro: 
posé, et dont les côtés ab, bc et ac , se déduiront de 
tables. 3 
La similitude des deux triangles 4BC et abc devient 
évidente lorsque l’on remarque que les droites 40, bO 
et cO, étant égales comme rayons d'un même cercle 
ainsi que les droites 40 ,BO, CO, les triangles 40B 
BOC et AOC, ont leurs côtés 4O et BO, BO et CO 
AO et CO, coupés proportionnellement aux pointsk 
etb,betc,aetc, et que par conséquent les droite: 
AB et ab, BC et bc, ACet ac, sont respectivement 
parallèles : on a donc 
AB * BOR AC: ab * bc: ac, 


ou Lab: Lbciiac. 
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Cela posé, les angles du triangle abc, ayant leur 
sommet placé à la circonférence, sont mesurés par la 
moitié de l'arc que soutend le côté qui leur est opposé, 
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
ioitié de ce même côté (14): donc 


LOL AN CU CS 
É0c—=sna=sm A, 
Lac=snb=sin B, 


et par conséquent . 
AB : BC : AC:: sin C : sin À : sin Z. 

La comparaison des triangles 4OB et aOb montre 
de plusque 4B : ub:: AO : aO , ou que 4B : osin C:: 
AO : aO; c’est-à-dire que chaque côté du triangle ABC 
est au double du sinus de l'angle qui lui est opposé, 
comme le rayon du cercle circonscrit est à celut des 
tables (*). 

34. En désignant, comme dans le n° 31, les trois 
angles par 4, B,C, etles côtés respectivement opposés 
à chacun de ces angles, par a, b, c, fig. 16, on aura, Fig. 16, 
d’après ce qui précède, les proportions 


sin #4 :snB':a°b, 
sin L''MBCR Dia 
sit 2008 Ce biens 
desquelles on déduira les équations 
sin € 


(*) On pourrait considérer les lignes ab, bcet ac, comme les sinus 
mêmes de ces angles 4, B, € ,en prenant pour unité le diamètre du 
cercle abc; c’est ainsi que M. Carnot les a présentées dans l’ouvrage 
intitulé Géométrie de Position. On y trouve, d’après cette défi-. 
nilion, une démonstration très-simple et très-élégante de la propo- 
siion du n° 11 et de ses conséquences les plus importantes. 
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On résoudra immédiatement par ces proportions un 
triangle : 1°. lorsqu'on y connaitra deux angles et ur 
côté, puisqu'alors tous les angles seront donnés, et 
que les côtés cherchés seront nécessairemet opposés à 
deux de ces angles ; si, par exemple, a est donné , ainsi 
que les angles 2 et C, on retranchera la somme de ces 
angles de deux droits, pour avoir l’angle À, et les deux 
premières proportions feront connaître les côtés cher-| 
chés b et c : 2°. quand on aura un angle et deux côtés 
dont l'un soit opposé à l'angle donné; si c’est, par 
exemple, l’angle 4 avec les côtés a et b, on calculera 
V'angle B par la première proportion, et connaissant 

alors deux angles, on retombera dans le cas précédent. 


Il y a deux cas qui, n'étant pas compris dans ceux 
que je viens d'examiner , semblent échapper à la mé: 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
côtés et l'angle compris, ou bien les trois côtés; je vais! 
m'en occuper successivement. 


35. Je suppose d'abord que l’on connaisse les deux 
côtés a et b, et l'angle compris €. En mettant les 
équations 


a sin{? b® ain BR”? 
sous la forme 
a sin C=csin À, bsin C=csnB, 


pour les ajouter membre à membre, et ensuite les 
retrancher l’une de l’autre, on trouve 

(a + b) sin C— c( sin 4 + sin B), 

(a— D) sin C—c( sin 4— sin B); 
divisant le dernier résultat par le premier, le côté in 
connu c disparaît ,eton a | 


… 


a—b snA{—sin2 
— 


a + b sin 4 + sin 4° 
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} Mais on a vu (27) que 
sin À— sin B  tang; (4—B), 
sn A+snB tang!(4+8) 
on en conclura donc | 
a—b _ tang; (4—B) «) 
ab tangi(4+2B) d 
d’où l’on déduira la proportion 
ab: a—b::tang!(4+8B) : tangi (4—8B), 
quis’énonceainsi: Lasomme des deux côtés d’untriangle 
est a leur différence, comme la tangente dela demi-somme 
des angles opposés à ces côtés, est à la tangente de leur 
demi-différence. 

Tout est connu dans cette proportion, à l'exception 
de A—B; car si on retranche de deux quadrans la 
mesure de langle connu ©, le reste sera celle de 
A + B; prenant par conséquent la valeur de 
: tang + (4—B), il viendra 
| a — b 
a + b 

Connaïssant alors les angles 
1(4+B}eti (4—B), sionles ajoute, on aura 
3 (A+B)+3 (4—B)—4A 
et si on retranche le second du premier, il viendra 
(4(4+8B)—:(4—B)=B; 


tang + (4 —B) = X tang+(4+8B). 


(*) On peut aussi, pour plus de briéveté, faire la proportion 
a Bin: >" DM), 
de laquelle on tire immédiatement 
a+bia—b!isin 4+sin B ! sin 4—sinpB; 
et l’on en conclura, par le n° 28, 


ab : ab: tang £ (4+ B) : tang : (4—B), 
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c'est-à-dire que le plus grand angle s'obtiendra en 
ajoutant la moitié de la somme à la moitie de la diffé® | 
rence , et le plus petit, en 6tant la moitié de la différence 
de la moitié de La somme. 1 


\ 
à 


Lorsqu'on aura calculé tous les angles, on trouveræ 
le troisième côté par la règle du n° 32. 


56. On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
côté , en abaïssant une perpendiculaire sur l'un des côtés 
donnés; de l'angle 4, par exemple, sur le côté donné 

Tig. 14,B€C, fig. 14. On aura, par la propriété connue des trian=\ 


gles obliquangles, AB=AC4+ BC + 24C X DCR 
le signé supérieur ayant lieu quand la perpendicuir) 
tombe en dedans du triangle, et le signe inférieur 
” dans le cas où elle tombe en dehors; de pius, dans 
le triangle rectangle BDC, on a (30) DC—BCYK 
sin DBC—BCXcos C,en faisant R—1: on conclurak 


de À AB— A+ BE —2ACXBCXKc0sC , et que park 


conséquent 


*: 


—_—— 2 à —— à 
AD Vacs BC—2AC.BC.cos €, 
formule qui revient, suivant la notation établie , a 


c— Va? + b?— 2ab cos, 


di ) LE 7 


et donnera-le côté c par le moyen des deuxautres «et b, « 
et de l'angle €. Un seul signe suffit au terme 2ab cos C, “ 
parce que quand l’angle C est obtus, son cosinus est 
négatif, et change par conséquent le — en +, comme! 
l'exige la construction géométrique. 


37. Cette formule ne se prête pas commodément am 
Calcul logarithmique ; mais comme on a 


cos 20 — 1 — 2 sin C? (27), | 
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on aura-aussi 


cosC—1—2(sin;C}, 


en écrivant + C à la place de ge et par cette transfor- 
mation on obtiendra 


= V/ a + b°— ab 70 Mini C)T 
V'(a—bY + 4ab (sin x CY. 


$ .. 2sin+ —— 
Faisant ensuite ==" ÿ/ ab = tang &, il en résultera 
Œ — 


puisque cos & — 


RE m0 
c— (a—b 1 oœ 2 — 
( )V + tanga C0 2 


1 


Vita + tang 2° 
mière formule; et lorsqu'on sera parvenu à l'angle z, 
a— b ; 


.Oncalculera facilement tang æ par la pre- 


on aura par la seconde c — À 
COS æ 
38. L'équation c — Y/a° Hb°— ab cos C fait con- 
naître l'angle €, lorsque les trois côtés a, b,c, sont 
donnés; car en éleyant chacun de ses membres au 
quarré ,on entire 


| a+ b— 7 — aab cos C, 
d'où 


mais cette expression étant peu commode pour le cal- 
cul logärithmique, il faut en chercher une autre. 

Si l'on écrit 2C’pour C, et qu'on mette 1 — 9 sin C? 
à la place de cos C(27) , on aura cette expression : 


ina Ur De Roma OR a6b, @ 
oab 2ab ES 


(ab) _ (GC+a—b)(c—a+b 
aab 5 . 2ab É Ex 
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et par conséquent 

(c+a—b)(c—a+b) 
4ab ne 

(c+a—b) (c — a +b) 


2 2 


ab 
mais il est facile de voir que 


cab crabe 


sinC’?— 


vs 


2 en 2 
c—a+b c+a+b a 
CT AC 2 ; 


si donc on fait ca + b—f, onaura , en prenant la 
racine quarrée, et en remettant 4 C au lieude C” 


Rn. PACE Cfa} 
ab 


formule qui conduit à la règle suivante: 


Pourtrouver un angle d'un triangle , lorsque les trois 


côtés sont connus, de la demi-somme des trois côtés re- | 


tranchezsuccessivement chacun de ceux quicomprennent 
l'angle cherché ; multipliez les deux restes entre eux ; 
divisez ce produit par celui des côtés qui comprennent 
l'angle cherché, et prenez la racine quarrée du quotient, 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle. 


39. La solution de tous les cas des triangles obli- 
quangles ne dépend, comme on voit, que des trois 
règles énoncées dans les numéros 32 , 35 , 58, etre- 
pose sur le principe dont on a tiré la solution des 
triangles rectangles dans le numéro 30 : il sera donc fa- 
cile, avec un peu d'attention, de retenir ces règles; et 
le calcul des exemples que je vais donner suflira pour 
mettre le lecteur en état de les appliquer. 
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Exemples de la résolution des triangles rectangles. 


1". Connaissant dans le triangle rectangle BAC, | 
Jig. 13, l’hypoténuse a et un côté c , trouver l'angle Fig. 15. 
opposé C à ce côté ; et soitl’hypoténusea—13"""",178, 
le côté c—7",357. On aura (31), pour déterminer 
sin €, la proportion 

MD :ceHR :HnC 
d'où 
RX c 


sn Ce » 
(14 


et prenant les logarithmes, 
} sin C—IR +le—]la. 

Pour plus de simplicité, on fait presque toujours le 
rayon égal à l'unité : son logarithme est alors Zéro, il 
n’en faudra par conséquent tenir aucun compte ; et au 
lieu d'effectuer les soustractions, on emploie les com- 
plémens arithmétiques dont la théorie est exposée à la 
fin de mes Elémens d’ Algèbre. Voici l'opération : 

le 6 ALES NACRE D, 0,8667008 

comp. arith. la— comp. arith. 1 13,178—8,8801505 


ponue où L'an CL RS RE a 97 7408513 
a dans les tables , répond à 01,377 — 

Connaïissant l'angle C— 09%,5837, Fo . 
= a de , trouver le côté b. On aura (31) 


R:snmB ou cosC::a:b, 


d'où 
Fr cos 2 
RE 
1b — la +1 cos C—1R —]la+ 1cos C: 
nr. Jo—13%a— Lo LR 1,5218308 
Des C—Léos or; NS re 9,7841210 


some ou db, 5, 2... 2380609518 
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* qui répond, dans les tables, à 20",928—b, àmoins ! 


… d’un 1000° près. 


Fig. 16. 


5°. Connaissant le côté c — 5"3g1, l'angle 
B = 01,5502 , trouver le côté b. On aura 


R :tang B ::t:b, 


d'où 
p—cxXtang BE 
—— CARE 4 
1b —Ilc+ 1 tang B — IR; ke 
OT; de De LA ce. 0 cr TO LO0OD 
ltang B TMS. ee Je 17/4 0,7875255 
SOMME OÙ JC RANE PARENT TEE". :+-0,5192948 


qui répond, dans les tables, à 3", sed c. 
Exemples de la D RNOR des triangles mm 


1°", Connaissant dans le triangle 4BC, Jig- 1 
W côté c , les angles 4 et B, trouver le côté b. 


Soit A— 19 2805, BE0,58709, ce 27" SA; 
l'angle C sera 91 — (448) —91—18, re fe 


et on aura (52) 
sinC:sinB!'c: os 


d'où 
Ta: à x sin B 
ARC +? 
fee ee CE 
Le) 0 Pre 97,848 — 2 ao RARES ee ME60286 
LORCE TONNES PEN PRENDRE 9,9018394 


comp. arith.Isin C=comp.anith.lsin o7,1316—0, 6 6877217 


SONO OUPS EN MER lee 4 .2 10264867 
qui “PMR dans les tables , à 106" ,289 — EYE 


. Connaissant dans Je triangle ABC les deux côtés 
a, ” et l'angle compris C , trouver le troisième côté c. 


= 
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Soit a—08",449, b—17",803, C—01,8426; on 
commencera d'abord par trouver les autres angles. On 
aura (35) R du 
A B A > B N ‘5 

a+ b :a—b :;; tang LES : rang S 


- d'où 


D'S: (rang LÈB) cab) 


a + b 


et 


GP Lea) 


or, A+ B—o1— C—ot—0ot,8426—=11,1574, et 
te ne | 


lang as Ps S 


= 07,5787, 


a +b = 28,449 + 17,803 — 46, 45. 
a — b — 28,442 — 17,803 — 10,039, 


Itang SÈ? 


= Ftang O6 7e. +...-0,1084874 


PRE 9 ce PC RO A 1,0269008 
comp.arith. I(a+B)=comp. arith. 146, 2456, 3349352 


A—B : 
somme ou log tang Re dr pen; 9,4703254 


qui répond à 01,188 : À à 


Donc LE + PE 4—0,7615, ; 
et Le a Re — B = 01,399. 


Maintenant pour détermine le côtéc, on eura/la 
p'oportion 
sin B : sin C: * b.: 


d'oùs | $ 
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À b X sin C 
Ne 7 D LÉ 
et Jlc =16 + ]sin C — 1 sin B; 
ONE L'IPBOD EE NRE. : 8.7 ss 31,2504932 08 
lan CE Ta oO RUESSEL L...  LOPRErR 9,9865885 


comp. arith.lsinB=—comp.arith.lsinot,3959—0,2346572 


somme ou lc — ...... = MSA ds + Paie MADIAT 17000 
qui répond , dans les tables, à 29",630—c. 

3°. Connaïissant, dans le triangle 4BC, lestrois côtés 
a,b, c, trouver l'angle À. 

Soit a 20901087, be +87,7 ASC == 15700 

Suivant le numéro 38, on ajoutera les trois côtés a, 
Bb, c,entre eux, ce qui donnera 61,562; et de la moitié 


30,781 on retranchera successivement b ; c; il viendra 
pour restes 12,058 et 16,999 : on aura ensuite 


L 16,906 SR Re EM SRE 1,2304234 
Li19,058 == ts OT nn SRE NE US 1,0805543 
comp. arith. 1 18,743 EEE SEUNERE 07271000 
comp..arith? A8 ;768 En ANT ar ...-8,8606878 
sonimes. JU SAR, bras .... 19,8988264 
dont la moitié oul ini 4==,........... 9,9494132 


qui, dans la table, répond à 09,6987 — 1 4 : donc 
4 1909745) 

40. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait 
compter le détail des applications dont la trigonomé- 
trie rectiligne est susceptible; je me bornerai à indi- 
quer la solution de trois questions que l’on peut re- 
garder comme la base de l’art de lever les plans. 

Voici l'énoncé de la première. 


Etant donné de grandeur et de position, sur un plan 


Fig. 15. une ligne AB , fig. 17 , déterminer, par rapport a cette 


ligne, laposition d'un point C, situé dans le méme plan , 


PER 


Re 


PT 


em 


G! 
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ou, ce qui revient au même, frouver Les distances 
AC et BC. 


Pour la résoudre, il faut mesurer la ligne 42, qui 
est la base de l'opération, et les angles CAB et CB A 
compris entre cette base et les lignes qui en joignent 
les extrémités avec le point inconnu C; les distances 
cherchées 4C et BC, se calculeront alors d’après Ja 
règle énoncée dans le n° 32; et lorsqu'on les aura 
trouvées ,on construira, au moyen d'une échelle de 
parties égales, sur les trois côtés donnés, le triangle 
ABC, qui fera connaître la position respective des 
trois points 4, B et C (*]. 

On pourra ensuite , par la résolution du triangle ree- 
tangle ACP , dans lequel on connaïtra le côté AC et 
l'angle CAP , trouver la longueur de la perpendict- 
laire CP, abaissée sur AB, ou de la plus courte dis- 
tance du point C à la ligne AB, et la grandeur du sez- 
ment AP. Ces données serviront aussi à marquer la 
position du point € à l'égard de la ligne 48. On trou- 
verait de même la situation d'un point D, qu'on pour- 
rait appercevoir en même temps de deux quelconques 


des trois points 4, B, et C. 


(*) Je n'insiste point sur Fopération de la mesure des angles, 
parce que la vue des instrumens que l'on y emploie en apprend plus 
que tout ce qu’on pent dire à cet égard; et que pour concevoir L: pos- 
sibilité de cette mesure, il suffit d'imaginer que l’on ait placé sur le 
point À le centre d’an secteur de cercle, dont les rayons soient 
dirigés suivant les côtés AB et AC de l'angle qu'on se propose de 
connaître. Ceux qui voudront se livrer à la pratique de la levée des 
plans, pourront consulter le Traité de Trigonométrie âe Czsaoli, 
Varticle Levée des plans , dans le Dictionnaire de Mathématiques 
de l'Encyclopédie methodique, le Traité d'Arpentage de M. Le- 
fèvre , et enfin les Traités de Géodésie théorique et pratique de 
M. Puissant, dans lesquels se trouvent les methodes les plus exacte 
et les plus propres aux grandes opérations trigonometriques, ainsi 
qu'aux operations de détail. 
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DB A, on a tout ce qu’il faut pour connaître la distance 
réciproque des points Cet 2); car ayant résolu letriangle 
D AB, de même queletriangleC 4B,etretranché ensuite 
l'angle D AB de l'angle CAB , on connaît alors, dansle 


_ triangle CAD, les deux côtés 4AC'et AD, etl'angle CAD 


qu'ils comprennent : l'application des règles du n° 35 
donne les deux autres angles DC A4, CD A, etle troisième 
côté CD, qui est la distance cherchée. L’angle DCA 
donne la position de la droite CD; et en considérant 4C 
comme sécante, la comparaison desangles DCAet CAB 
fait voir quelle est l’inclinaison de CD à l'égard de AB. 


En partant des points € et D, et considérant alorsla 


droite CD comme une nouvelle base, on pourra déter- 
miner de nouveaux points , que l'on n'appercevait pas 
des deux premiers 4 et B; etcontinuant ainsi de proche 
en proche , on lixera la position respective de tous les 
points d'un pays : c’est ainsi qu'a été construite la carte 
de France, dirigée par Cassini. 


42. La seconde question dont j'ai à m'occuper, n’est 
que la première rendue plus générale, en supposant 
que le point à déterminer soit situé hors du plan sur 
lequel se trouve la ligne 4B. Soit € ce point, et 4BC 


le plan qui contient la ligne AB, fig. 18 : la position 
du point C sera connue, si l’on a éélle du pied C’de la . 


perpendiculaire abaishée de ce point sur le plan ABC, 
et la longueur dela perpendiculaire CC", qui marque de 
bien le point Cest élevéau-dessusde C’,qu’on nomme 
sa projection. Dans ce cas, les angles C’ AB et C'BA ne 
sont plus ceux qu’on mesure, mais on prend à leur place 
les angles CAB et CBA, situés dans le plan CAP, 

passant par les lignes 4C et BC , menéesdes points dons 
nés À et B, aupoint demandé ; et pour fixer la position 


de 


| . . . LI 
41. Lorsqu'on a déterminé immédiatementle point | 
par rapport à la ligne 4B, en mesurantles angles D 4B,. 
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de ce plan, on mesure en outre l'angle D BC que fait la 

ligne CB avec laligne BD, perpendiculaire auplan 4BC, 
et par conséquent parallèle à la droite CC'(*). Ongésout 
le triangle CB A comme dans le n° précédent, puis- 
qu'on y a encore les mêmes données ; ensuite, dans le 
triangle C’BC, rectangle én €’, on ‘Condatt l'hypoté- 
nuse CBet l'angle CBC, qui est la différence entre 
Wangle droit DBC' et l LE mesuré DBC : on calcule 
les côtés CC’ et C'B. Le premier est la hauteur du point 
€ au-dessus du plan C'AB ; et sert, conjointement 
avec le côté AC, à A ee AC" par le moyen du 
triangle CAC’, rectangle en C’. Cela fait, on a les 
trois côtés du angle C'AB, et & Fpornt C' est par 
conséquent donné, 


1045. C'est pour plus de simplicité que j'ai supposé la 
he AB dans le plan auquel on rapporte les points à 
1 


terminer; lorsqu'elle ne s'y trouve pas, il faut ob- 
ierver de 21 l'angle DBA, fig. 19, qu'elle fait Fig. 19° 
lans ce cas avec la ligne DB perpendiculaire au plan 
4'BC', sur lequel on veut rapporter le point C. Cela 
ait, on calcule d'abord, comme ci-dessus, les côtés 
4C et BC du triangle “ABC, les côtés CC et C'B 
lu triangle rectangle CBC; puis dans le triangle 
34' À, rectangle en 4”, où on connaît 4B, et te 
4BA', complément de T angle observé DBA, on cal- 
ule BA' et 44’, 


l Maintenant, si l'on conçoit AC" parallèle à 40, 


ro Lorsqu'il s’agit des points placés sur la surfacé dé la terré, on 
aoïsit pour le plan 4B C’un plan horizontal ; les lignes CC'et BD 
nt alors verticales; leur direction est doifnés par celles du fil- 
-plomb; le plan C' CB qui passe Re ces lignes est vertical, et 
trouve déterminé par le point €, qu’on appercoit du point B, 
‘+ par la ligne DB. La ligne C’2 est unie caen horizontale com 
sise dans ce plan. | J 
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il en résultera le triangle 4C"C, rectangle en C', 
dans lequel on connaîtra AC, côté calculé du triangle 
-ABC,.et CC", différence entre les lignes CC’ et 
C'C" où AA', calculées précédemment ; on pourra pal 
conséquent calculer AC" ou 4'C’. Voilà donc le 
triangle B4'C' déterminé par ses trois côtés, comme 
l'est le triangle BAC", dans le n° précédent. | 


44. En prenant arbitrairement les côtés BC et BA, 
et suivant la marche que je viens de tracer, on peil 
calculer le triangle 4'C'B, dans la vue de connaîtrt 
l'angle C'BA', formé par les lignes BC et BA qu 
sont, sur le plan 4’BC", les projections des rayons visuel 
BC et BA menés du point À aux points 4 et C. 

L'angle C’BA' compris entre ces projections, es 
l'angle CBA réduit, du plan incliné dans lequel i 
se trouve, au plan 4’BC' sur lequel on rapporte le] 
objets , et qu’on choisit communément horizontal. Ji 
donnerai dans la suite (62) une seconde manière de rél 
duire un angle d’un plan à un autre; mais le plus sou! 
vent, comme les deux plans que l'on considère so 
peu inclinés entre eux, on fait cette réduction pa 
des méthodes ‘approximatives beaucoup plus courtes! 
on en a même dressé des tables. | 4 


Pour le présent je me bornerai à faire remarque 
que si on observait aussi au point 4, les angles £ 4€ 
EAB, et que l'on réduisit par leur moyen l'angl 
CAB à l'angle C'A'B, puis que l'on calculât 48! 
en multipliant 4B par le cosinus de l'angle 43 
ou le sinus.de l'angle DBA, connaissant alors immé 
diatement les angles C'B4', C’A'B et la droite 4'4 
la détermination du point €’ rentrerait dans ce qu 
a été dit au n° 40. | 

La réduction au plan horizontal , n’est pas la seul! 
qu’on ait à faire aux angles observés : il arrive raremer] 


+ 
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quon puisse se placer aux points remarquables qu'on 
“hoisit pour sommets des angles, et qui sont ordi- 
tairement des pointes de clochers, des tours : il naît 
lé là une nouvelle réduction qu'on appelle réduction 
les angles au centre de la station. Il faut consulter 
ur ce sujet, comme sur toutes les attentions minu- 
ieuses qu'exigent les grandes opérations trigonomé- 
riques » l'Ouvrage de M. Delambre, intitulé Méthodes 
malytiques pour la détermination d’un arc du méri- 
ien, et les Traités de M. Puissant, déjà cités. 


. 45. La troisième question que je dois résoudre ici, a 
our objet la détermination d'un point par l'obser- 
ation des angles compris entre les droites menées de 
2 point, à {rois points donnés; et elle se présente 
mme un des moyens les plus commodes pour placer 
un plan ou sur une carte, un point qui ne s'y 
Quve pas marque. | 


Lorsqu'on la considère-dans le cas le plus général, 
le se rapporte à la géométrie dans l’espace, et j'en 
donné la solution graphique dans le Complément 
» Élémens de Géométrie; mais quand les trois angles 
int dans un même plan, il y en a toujours un qui est 
somme ou la différence des deux autres, ensorte qu'il 
fit d'observer ceux-ci pour en conclure le premier ; 
Won peut ramener les autres cas à celui-là, en se 
rvant de la réduction des angles au plan horizontal , 
ignée dans le n° 62. 


La solution graphique de ce cas consiste à décrire 
rles lignes 4B et AC, fix. 00, qui joignent les trois Fig, 20. 
ïnts donnés 4, B, C, deux segmens de cercle 
pables des angles BD A4, CDA, observés au point 
erché D , entre les points A et B, 4 et C. Les cir- 
nférences des cercles se couperont d’abord an point 
li leur a été rendu commun par la construction, et 


4. 
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ensuite au point D , qui sera évidemment le point de 
mandé. | 
Jen ’entrerai point dans la discussion des diffé: 
rens Cas que peut présenter le problème, relativemen 
aux diverses situations respectives des points donnés A 
B, C ,'et du point cherché D; je me bornerai à fair 
remarquer. que la somme des angles observés BD A 
CDA , indique si l’on est placé Re le triangle 4BC 
ou en dehors. Dans le premier cas , elle surpasse deu 
droits; dans le second, elle est mad : et si elk 
était précisément égale à deux droits, on serait plac 
sur la ligne BC. Cela est trop Fab à prouver pol 
que je m'y arrête. | 
Voici une des manières d'appliquer à ce problèm 
le calcul trigonométrique. Les données sont les partie 
dutriangle BAC, et les angles observés BD A et CDA 
je ferai en conséquence . 
AB—a, MCE BDA=«, CDA=8, BAC— 
et je prendrai pour inconnues 
ABD==D}; ACGD=Y; 
parce que ces angles étant trouvés, on en connaît 
deux avec un côté, dans chacun des tHaheles BAD\e 
DAC dont on ut ra alors calculer toutes les partie 
(34). Cela posé , les triangles BAD et DAC donner 
sin BD A À sin ABD :: AB : AD; 
sin CDA : sin ACD :: AC: AD, 


4 
" 


F 
\ 
Fi 


f à » à Sn,724 
ou snaïsmtr!i:a AD—=———, H 
sin & Ji 
b sin y. 4 
sing ? 7e 


sin 8 :siny ‘be: AD'2= 


“SE a sinx  bsiny 


| AS ; HR 
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qi revient à 

Lu a sin @ sinx—b sin & sin y— 0. 

| dans le quadrilatère ABDC, on à 
ACD — 4 ang]. droits— 4DB= ADC—BAC—ABD, 

T oùy— 4 angl. droits —4—8@—y—x; 

faisant pour abréger j 


nm. 4 angl. droits—x—2—7—), 
Lviendra y—9—x, et par conséquent 
a sin8 sin æ— à sin æ (sin d'cosx —cosd'sinx)—0 ; 
livisant tout par sin x, on obtiendra | 
a sin 8— bin a (sin deco se x 
_snx 


[ | dp; 1e) 


D î 
loù on conclura 


COST : *: _asin8+bsine cos 
sin Lo » + b'sinæsind 


h on partage cette expression en deux parties, on aura 


ia _ asmB cos à 
COL == -——  Ù#û —_— 
b sin æsin à * sin d ? 


- R cosd/ asin 
mbien cotx —=-—— _asing | Ts ). 


sin d \bsin æ COS 
ru enfin 


sin & COS à 


cot æ== cot à (ne CARE +: ) 


Voilà la question résolue, puisqu’avec l'angle +, 
m a l'angle y. 


' Note sur le N ivellement. 


| JL est utile de remarquer comment, par le moyen du triangle 
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‘fi Fig. 19. rectangle AB A’, fig. 19, on a déterminé, dans le n° 43, la han 
teur 44° du point 4 au-dessus du point 4’ qui lui correspon 
dans le plan Z'C"B; parce que si ce dernier est horizontal 
la ligne 44 est alors la différence de niveau entre le points 
et le même plan, et par conséquent aussi entre le point À etl 


point B. 


L'opération qui fait connaître cette différence, est nommt 
nivellement : elle s’exécute de plusieurs manières, suivant la nt 
ture des instrumens qu’on y emploie, et l'étendue des espaces" qu 
Von considère; mais son but est toujours de déterminer de con, 
bien un point est plus élevé ou plus bas qu’un autre, daæ 
Ze sens vertical, ou perpendiculairement à la surface te) 
restre. Il existe des traités spéciaux de nivellement, auxquels : 
renverrai le lecteur; mais je dois dire ici que depuis qu’on possèdi 
dans le cercle répétiteur, un instrument portatif propre à mesi 
rer les angles avec la plus grande exactitude, on peut, comm 
je lai indiqué n° 43, trouver immédiatement la différence” 
niveau de deux points, par la mesure de l’angle que fait avec: 
verticale passant par l’un de ces points, la droite qui les joint. 


J'ai supposé dans le texte les deux droites DB et 44’ para 
lèles entre elles ; mais cette circonstance n’a lieu pour les vertical 
que dans un espace assez petit, à cause de la convexité de la sw 
face terrestre. En la supposant sphérique, ce qui est à très-pe 
près exact, les verticales concourent au centre €, comme. 

Fig. ar. marquent les lignes 4C et BC, fig. 21; la ligne BA, perpend 
culaire à BD, sera seulement tangente au point 2 de la surfac 
terrestre, et la différence de niveau, suivant la définition donm 
ci-dessus, sera Aa et non pas 44’ ; c’est-à-dire la différence ent 
les côtés BC' et AC du triangle 4BC, dans lequel on conna 
le côté AB mesuré, le côté BC égal au rayon moyen de la ter 
et de 6 566 198 mètres, enfin l’angle B compris entre ces côté 
et supplément de l’angle observé DBA. Cela posé, si on pren) 


ABC=u, AC=b, _AB—=c, | 
on obtiendra (36) à | 


b= Va + oc? — 3ac cos B; 


et comme c est toujours fort petit à l’égard de a, je donne à cet 
expression la forme | 


A 


c2—2ac cos B12 2cf & #» : 
Bali =ma{1i+—- cos 8) Ÿ# 


a? Œ 


x 6 ; c Ha 
Faisant ensuite, pour abréger, 33 — CosB=m, puis développant 


/ 


Nez sr ES 0 é 


DE TRIGONOMÉTRIE. 


par la formule da binome, il viendra 


ocm |: : cmt + cm R 
b=af ali FD +etc. à 


‘et la ligne cherchée Æa étant égale à b — à, je supposerai à —a+-d, 


d'où il résultera , après la réduction , 
c2n2 
— + etc. 
a 


…La quantité m et ses puissances se calculeront facilement par 


is, k ) (ab 
d'=cm—; 


é c a 
les logarithmes , en prenant Lycos B', parce qu’alors 


à 


€ : L 
or cos B = cos B'— cos B = asin 2 (B + B'}sinz( B — B"). 
Quand l'angle B est droit , la ligne BA se confond avec BA"; 
et si on considère alors le point «’, intersection de BA’ et du 
rayon AC,ona c—=Ba, et d devient aa’, c'est-à-dire la distance 
entre le point & pris sur la tangente et le point æ qui lui cor- 


respond sur la surface terrestre, ou la différence entre le ni- 


à É EM LV. 
veau apparent ét le niveau réel. Dans ce cas m =; ans 


ce qui fait connaître la quantité dont la surface terrestre s’abaisse 


| au-dessous de sa tangente, à une distance c du point de contact. 


Le plus souvent on rapporte d’abord le point A en A’, sur la 
tangente BA’, puis, à cause de la petitesse de l'angle €, on 
regarde les droites 44’ et 4x". comme se confondant , et on prend 
pour Æala somme des droites 44” et ax”. 

On peut se passer de mesurer la distance 4B, pourvu qu’on 
observe l'angle £AB en même temps que l'angle DBA. On con- 
naît alots, dans le triangle 4BC, les deux angles B et À, sup- 


. plémens des angles observés, et on a (35) 


b—a. tang;(4—8B) 
b+a tungi(4+B) 
tang ;, (4—B) 


Faisant, pour abréger, nes GARE) ,etb = 4 +d, on 


trouve - 
d' Le ET 2am 
mm ES | —— | e 
2a + d ; Im? 


or SFA = 1H mm Helc. ( Elém. d’Algéb. ): 


I— 7 


LR ” 4 un LC DE MANETTES L 

, ANR Que png M 
vr Li moe, # at &” Me Dee 1 
24 . 


‘ 


Fr 
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donc = 2am {1+4+m+m +etc.},. léecoi 3 
série très-convergente quand les angles 4 et B _approchent d’être 
droits. Le premier terme 24m , suffira le plus souvent. LA 


. # si 


je Quand on opère avec exactitude, il faut corriger les angles 
ÆAB et DBA de la réfraétion qu'éprouvént les rayons de lt 

mière en traversant l'air, de 4 jusqu'en B; mais j'ai principales 

ment rapporté les deux questions précédentes pour servir d’exempll 

‘ de l'application des séries à la résolution approchée de certains ca 


des triangles, 


3 MATE à 
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DE TRIGONOMETRIE: 


CHAPIÆRE IT. 


L 
De la Trigonometrie sphérique. 


46. Les triangles sphériques que l’on calcule ordi- 
nairement , sont ceux que forment, sur la surface de 
la sphère, trois grands cercles qui se coupent deux 
à deux. Untel triangle détermine toujours un angle 
-trièdre ; et réciproquement, d’un pareil angle on déduit 
aussi un triangle sphérique. En effet, soit 4BC, fig. 99, Fig. »2. 
un triangle sphérique quelconque , et que l’on ait 
mené de chacun de ses angles , au centre dela sphère 
dont il fait partie, les rayons 4S, BS , CS; les plans 
ABS , ACS, BCS,, seront ceux des grands cercles sur 
lesquelssont prisles arcs 4B, AC, BC, côtés du triangle 
proposé, et ces arcs mesurent les angles rectilignes 
compris sur chacune des faces de l'angle trièdre S BC, 
entreses arêtes S_ 4 et SB, SA et SC, SB et SC. L'in- 
clinaison de deux plans se mesure, comme on sait, par 
l'angle rectiligne formé par deux droites menées dans 
chacun de ces plans , par un même point de leur com- 
mune section, perpendiculairement à cette ligne : ilsuit 
de là quesi, par le point 4, on tire lestdroites 41et AK, 
_perpendiculaires l’une et l’autre à ZS, mais la première 
dans le plan CAS et la seconde dans le plan BAS, 
l'angle rectiligne ZX mesureral’inclinaison de ces deux 
plans. Il est d’ailleurs aisé de voir que la ligne 47 sera 
tangente à l'arc 4C, et que AK sera tangente à l’arc 
4 ; et comme on prend pour l’angle que forment deux 
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lignes courbes, celuique comprennent les tangentes me 
nées au point où elles se rencontrent , l'angle Z AK sera” 
donc aussi la mesure de l'angle fait par les arcs AC et 


ÆB. I] en serait de même de chacun des deux autres 


angles du triangle; les indlinaisons des faces de l'angle 
trièdre S 4B C ont donc lamême mesure que l'angle cor- 
respondant du triangle sphérique BAC. Le triangle sphé- 
rique et l'angle trièdre sont composés par conséquent de 


six parties qui se correspondent , savoir : les trois côtés" 


du triangle qui répondentaux angles desarêtes de l'angle 
trièdre, et les trois angles du triangle quirépondent aux 
inclinaisons réciproques des faces de l’angle trièdre. 


Euler, qui s’estoccupéà plusieurs reprises dela Trigo- 


nométrie sphérique, pour la présenter sous des points de 


vue nouveaux, a donné, en 1779 (*), un Mémoire que 


l'on peut regarder comme un traité complet de cette 
branche de mathématiques. Sa forme, entièrement 
analytique, m'a engagé à le présenter à mes lecteurs , 
en ÿ faisant les changemens nécessaires pour ne l’ap- 
puyer que sur un seul principe, et simplifier quelques 
résultats. LS 


dll 


47. Tout ce que j'ai à dire sur les triangles sphéri- 


ques repose uniquement sur la construction suivante, 
qu'il est par conséquent important de bien saisir. 


De l'angle C du triangle 4BC, on abaisse une per- 


pendiculaire CD sur le plan 4SB, du côté BA opposé à 


cet angle ; du point D on mèneles lignes ED , DF, res- 


pectivement perpendiculaires, sur $ 4 et SB; ontire les 
lignes CE et CF, qui seront respectivement perpendicu- 


4 


laires aux lignes S.4 et SB ( Géomét. ). Il suit de là” 


2 


(*) Acta Academiæ Scientiarum Petropolitanæ , anno 1779, 
Pars prior; voyez aussi le Développement de La partie élémen- 


taire des Mathématiques, par Bertrand. Genève, 17978. (T. IE, 


pag. 576. ) 


| 
| 


: 


que les angles CED , et CFD mesurent les inclinaisons 
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des plans CSA et CSB, sur le plan 4SB, ou, ce qui. 


“est la même chose, FLE la valeur des Ml Aet B 


du triangle sphérique 4BC. Je désignerai dorénavant 


les angles de ces triangles par la lettré placée à leur 


sommet, et les côtés qui leur sont opposés, par une 
lettre seriblabfe, mais prise dans le petit alphabet ; ici, 
comme dans le numéro 31,le côté BC opposé à l’ ht 
A, sera nommé a, DL deb autres. Le rayon des tables 
étant supposé égal à l'unité, on aura alors 


CE=sin CA=—sinb, SE—cos CA—= co5b, 
CF=sinCB=sha,  SF— cos CB = cos a. 


Dansletriangle rectiligne CDE, rectangle en D, étdont 


l'angle CED=— À, on trouvera 


CD = CE sin CED = sin bsin 4, 
DE = CE cos CED = sin b cos À. 


Par le triangle rectiligne CDF pareillemernt rectangle 
en D, et dont l'angle CFD — B, on obtiendra 


CD = CF sin CFD = sinasinB, 
DF = CF cos CFD — sin a cos B. 


Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées 
eñtre elles, donnent d’abord 


sin b sin 4 — ain asin B.....(A), 


résultat qui est , par rapport aux tiamgles ds 6 9 
l’analogue de delus du numéro 52. 


Il est évident qu'on doit avoir dé même Îles deux 
équations suivantes : 


Sn csin Â=sinasin C, 
sin c sin B — sin bsin C, 


Maintenant , par le point Æ, je mène EG perpen- 
diculaire sur SB, et par le point D, je tire DH parallèle 
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"à SB; je forme de cette manière un triangle rec- 


tangle HDE, dans lequel HED — ASB, puisqu’en 
retranchant l'angle GES de l'angle droit SED, on a 
pour reste HED , et que l'angle 4SB ou ESG estaussi 
la différence entre un angle droit et l'angle GES. De 
la résolution du triangle EHD, on déduira par con- 
séquent | 


HD = DE sin DEH— DE sin c — cos À sin b sin ë; 


mais SF — cos a = SGH GF— SG + HD, et SG 
= SE cos ESG — cos b cos c : on aura donc 


COS G— cos b cos c + cos À sin b sin e, 


équation qui exprime la relation qui existe entre le 
côté a, les deux autres côtés b et c,.et l'angle qu'ils 
comprennent. 


| | 

Il est évident qu’en considérant en particulier chacun 
de ces derniers , on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente; et l’on formera de cette 
manière, entre les six parties du triangle ABC, les 
trois équations 


COS a — cos b cos c H- cos À sin b sinc 
Cos b — cos a cos c +: cos B sina sin cV.. Us), 
cos C— cos a cos b + cos C sin a sinb 


48. Ces trois équations renferment implicitement l'é- 
quation (A). Pour s’en convaincre, il suffit de prendre 
les valeurs qu’elles donnent pour cos 4, cos B,cos C, 
et les substitüer dans les équations 


sin 4°? — 1 — cos A2 
sin BB? — 1 — cos B? 
sin C?— 1 — cos C. 


On trouve par la première de celles-ci , 


e 


DE TRIGONOMÉETRIE. | 
cos a°— 9 cosa cos bcos c H cos b? cos ca 

sin b* sin c“ 
sin * sin c— cos a? + 9 cosa cos b cos c — cos b? cos c? D. 


sin Â—1— 


I 


sin b? sin c* 
—cosb®) (1—cosc?)—cosh?cosc?—cosaLocosacosbcosc 
1— Q0s a — cos b° — cos c? +9 cos a cos b cosc_ 


| 


sin b? sin c? £ 
multipliant les deux termes de cette fraction par sin a°, 
et prenant ensuite la racine quarrée ; on obtiendra 


74 1—C0s a?— cosb?—cosc?+ocos a cos bcosc 


14=sina X - : 
sin a sin bsin c 
Si, pour abréger , on représente par A la quantité qui 
multiplie sin a dans le secondmembre de cette équation, 
on aura | sin À = M sin a: 
on trouvera de même 
sinB—Msinb, sin C— Msinc; 


CT 
et par l'élimination de A, on retombera sur les équa- 
tions(A). Il est à proposderemarquer que les trois côtés 
a, b , c, entrent tous de la meme manière dans l’expres- 
sion de AZ, car c’est pour cela qu’elle est commune aux 
valeurs des sinus de chacun des angles (*). 


Les équations (B) sufliront donc pour résoudre un 


(*) En désignant par ZV le numérateur de la quantité A7, par y, 
BR ,æ, trois arétescontignés d’nn tétraèdre quelconque , et par à , b, 
c, les trois angles qu'elles forment, il résulte d’un Mémoire 
d’Euler, que le volume de ce tétraèdre est égal à 3 4£7y X ; IV ,et que 
3 IV revient à 


a ——— #2 
V/sin (a+ b+c) sin; (a + b—c)sini:(a+c—b)sm;, (b+c—a): 

Dans le tétraèdre S ABC, a —=@—="y—=1 ; son volume est doùc 
égal à  V (Voyez des Vovi Commentarit Acad. Petropolitanæ , 
T. IV, pag. 160 , et 6e cabier du Journal de l'Ecole Polytech- 
nique ; pag. 270 ). : | 


DA AT de ses parties, en observant que le sinus et le cosinus ne 
ï doivent être regardésque comme une seule inconnue ù 
puisqu'on peut toujours exprimer l’un par l'autre. 
L'application des équations (B) aux différens cas qui 
peuvent se présenter, devient plus facile , au moyende 
quelques transformations que je vais effectuer. , 


49. On peut y changer les angles dans ‘les côtés qui 
leur sont proposés, et respeptivement , en observant de 
donner le signe — aux cosinus. Pour le prouver, ilfaut 
éliminer cos a des deux dernières, au moyen de la pre- 
mière ; on trouvera | 
cosb = cos bcosc?+ cos Asin b sin ccosc-cos Bsinasinc 
cosc— cosb?cosc H cos Asin b sin c cosb+-cos Csinasinb. 


En substituant dans ces résultats 1— sin c* à Cos. €, 
1 — sin b?à cos b?, ils se réduisent ; le premier devient 
divisible par sin.c, le second par sinb, et ils peuvent 
ensuite s'écrire ainsi : 


cos B sin a— cos b sin c—cos À sin b COS C (c} 
cos Csina= sin bcosc— cos À cosbsinc h. ; 
Si on multiplie la deuxième de ces équations par cos A, 
qu'on l’ajoute à Ja première, et que l’on substitue 
1 — sin 4? au lieu de cos 4°, on obtiendra 
sin a ( cos BL cos À cos C)=sin 4°cos b sin ci 
maisil suit des équations (4) que sin c sin 4 — sin asin C; 
faisant la substitution de cette valeur: dans. le second 
membre deJ'équation ci-dessus, elle deviendra divisible 
par Sin a , et on aura pour résultat 
cos BE cos A cos C— cos-b sin Asin C, 
ou, ce qui.est la même chose , 


cos B— — cos 4 cos C + cos b sin Asin C. | 
En rapprochant cette équation des équations (B), ou 
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voit qu’elle se déduirait immédiatement de la seconde , ? - 


en changeant les grandes lettres en petites, et récipro- 
quement, et en affectant tous lescosinus du signe —, En 
effet, en opérant ainsi , il vient 


— cos B— cos À cos C— cos b sin Asin C, 


équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on en 
change tous les signes. 


La relation qu'a l'angle B avec les deux angles 4, €, 
et le côté b qu'ils interceptent, existe nécessairement 
dans chacune des combinaisons semblables d’angles et 
de côtés : on a donc en même temps les trois équations 


cos À —— cos B cos € + cos a sin B sin C 
cos B —— cos À cos C + cos b sin À sin C}...(B'). 
cos C—— cos 4 cos B + cos c sin À sin 2 


+50; Il fautremarquer qu’en prenant les cosinus néga- 
tivement , on passe des arcs @, b, c, et des angles 4, B,C, 
à leurs supplémens, puisque — cos A=— cos (27— 4), 
— cos a —cos(21— a), et ainsi des autres (28). Si on 
substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus, en fai- 
sant , pour abréger , 21— 4— 4", 9%—a=— a", etc. elles 
prendront la forme 


cos À’ — cos B° cos €’ + cos a’ sin B' sin C’ 
cos B° — cos 4’ cos C’ + cos b' sin A’ sin €’? ; 
cos €’ — cos 4’ cos B° + cos c’ sin A’ sin B”] 


équ ations parfaitement semblables aux équations (B), et 
qui appartiennent par ORETRENt à un triangle sphérique 
dont les côtés sont 4’, B', C’, et lesangles à’, b", c 

Unteltriangle a donc ses a par les ST 
mens des côtés du triangle 4BC, et ses côtés mesurent 
les supplémens des angles du mêmetriangle : il est dési- 
gné , dans les livres de Frigonométrie, sousle nom de 


Css 


» L 
æ : À Pie Ce 


“ 


n x 
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‘triangle supplémentaire ; et on prouve que les sommets 
de ses angles sont les pôles des côtés du premier , ef 


VICe VETSA, 


PM 


51. Les équationsobtenues dans le n° 49 , sous la dé- 
signation (C), qui renferment cinq parties du triangle 
sphérique 4B C, péuvent se transformer en d’autres qui 
n'en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela subs- 


Le à Fr sin b sin À 
ütuer, au lieu de sin a, dans la première, = , 
sin P 
: sin csin 4 cos p 
et dans la seconde, — (47), et comme = — 
sin C sin p 
cot p, on trouvera alors 
cos b sin c— cos À sinbcose 
cot P== : : ! 
sin À sin b | 
. 0 ... (D). 
sin b cos c— cos À cos b sin c 
COLE : - 
sin À sin c 


Il est facile de former, à l'inspection de ces valeurs, 
toutes celles qui leur sont analogues, en y permutantles 
lettres d'une manière convenable; mais il importe sur 
tout de remarquer que puisqu'elles sont déduites des 
équations (B), on y pourra changer de la même manière 
que dans celles-ci, lescôtésen angles, et réciproquement 
en effectuant les cosinus et les cotangentesdu signe con— 
traire à celui qu'ils ont, et il viendra ii <s 


cos B sin C+ cos a sin B cos C 


cot b — - 
sin @ sin B (D 
e ° 0. e 
ain B cos CH cos acos B sin C 
CC -———— °° "7 
sin a sin € 


52. Les cinq systèmes d'équations (A),(B), (B,(D); «. 
(D”), donnent immédiatement la résolution de tous les | 
Casque peut offrir untrianglesphérique quelconque. Le | 

premier 
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premier exprime la relation qui existe entre les angles 
et les côtés opposés, 


53. On tire du second, les formules suivantes : 


cos a — cos b cos c H- cos À sin bsinc 
cos b — cos a cos c + cos B sina sin c 


COS C — cos a cos b +- cos € sin asinb 
COS 4 — cos b cos c 
a RER 


cos À — 5 : 
sin bsinc 
cos B — cos a cos c 
DOS D — RAR A A ” 
sin & sin c 
COS C — COs a cos b 
cos C— = - 
sin a sin b 


lent les trois premières font connaître un côté par Je 
noyen de deux autres et de l'angle qu'ils comprennent, 
‘t dont les trois dernières donnent les angles par le 
noyen des côtés. 


54. Le troisième système produit, de même quele 
récédent, six formules, qui sont : 


cos À — — cos B cos C + sin B sin Ccos a 
cos B—— cos 4 cos C + sin Asin C'cos b 
cos C—— cos À cos 2 + sin Asin 2 cos c 
cos À + cos B cos C 
" sin Bsin C 

cos B + cos À cos C 

sin À sin C 
cos € + cos A cos B 

sin À sin 2 F 


cos a —= 
cos b — 


COS cc = 


Les trois premières feront trouver un angle, lorsque 
on connaîtra les deux autres et le côté qu'ils com- 
tennent; les trois dernièresdonneront chacun des côtés, 
rsque tous les angles seront connus. 
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55, Le quatrième système , en y faisant toutes les 
permutations possibles , donne les six formules | 


$ 


cos a sin b— cos € sin a cos b 


cot À — - — 
sin C sin À 
Ve sin a cos b— cos C'cos a sinb 
cot B — RP RICA We Ne 
sin C sin b 
cos a sin c — cos B sinacosc 
cot À — - - 
sin À sin a 
sin a cos c— cos B cosasinc 
tot CE | | 
an PB sinc 
cos b sinc— cos À sinb cos c . 
cot BE a ——— | 
sin À sin b 
sin bcos c— cos À cosb sin c | 
cot C — L 
sin À sinc. | 


par le moyen desquelles on déterminera deux des es | 
d’un triangle sphérique, lorsqu'on connaîtra le troisième) 
angle et les côtés qui le comprennent. | 
| | 

56. Le cinquième systèmeenfin conduit aux six for 
mules suivantes : | 


cos À sin B cos csin À cos B 


cota = = - 
sin c sin À 
sin Z cos B + cos ccos sin B 
cot b — : = 
sin c sin D 
cos À sin € + cos b sin À cos C 
OtAE ZE ——————— _ —  —  —— 
sin à sin 4 
sin À cos € + cos b cos Asin € 
CC = ———— 
sin b sin € 
cos 2 sin CH cos a sin Bcos € 
cot b — - 
sin a sin D 
sin B cos C + cosacos Bsin C 
cot c — « 


sin a sin € 
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qui serviront à déterminer deux des côtés d’un triangle, 
lorsqu'on connaîtra le troisième et les deux angles entre 
lesquels il est compris. 


57. Les formules conclues des systèmes, (B) (8), 
(D) et (D°),(53—56), méritent la plus grande at- 
tention , tant par leur élégance que par la propriété 
qu'elles ont de faire connaître si l'arc ou l'angle qu’elles 
expriment est moindre ou plus grand qu’un quadrans 


, : Ci PA. , . , L. 
où qu'un angle droit, propriété que n'auraient point 


les expressions des sinus des mêmes arcs. En effet, 
le sinus d’un arc étant le même que celui du supplé- 
ment de cet arc, tant par sa valeur que par son signe, 
toutes les fois que l’on ne connaît que le sinus d’un 
arc, il n'est pas possible de savoir si cet arc doit être 
plus petit ou plus grand qu'un quadrans ; mais lors 
iqu'ona le cosinusou la cotangente, et qu'onsait d’ailleurs 
que cel arc ne peut être égal à la demi - circonférence ; 
ce qui est le casdes côtés des triangles sphériques et des 
arcs qui mesurent leurs angles, on voit par Île signe du 
résultat, sil’arc cherché est compris ou non entre 17 et 99: 
le cosinuset la cotangente ont le signe — dans le pre- 
mier cas, et le signe + dans le second. Si donc on à soin 
de donner aux quantités connues qui entrent dans les 
formules rapportées ci-dessus, les signes qui doivent les 
Mfecter, d’après la valeur des arcs auxquels elles ap- 
vartiennent , Le signe du résultat fera connaître l'espèce 
lu côté ou de l'angle cherché ; c’est-à-dire s’il est plus 
petit ou plus grand qu’un quadrans, s’il est aigu ou 
btus. 


58. Ces mêmesformules se simplifient beaucoup lors- 
que le triangle proposé est rectangle ; c’est-à-dire lors- 


[u'un de ses angles est droit, En effet, si l'on suppose 
que C — 19, on aura 


b.. 


dé-d.à 
1: 
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sf C1 | cos C—= 0 
et il viendra 1h | 


cos c —= cos a cos b (53) 
cos À cos B 


COS CE cot À cot B (54) | 


cos À — sin B cos a (54) | 
cos B — sin 4 cos b | | 
sin a —sincsin À, sin b —csin B (47) À 
cos B : 
e cot b = ——— tang b = sin a tangB 
sinasin D 
cos À É 
COt à = — tanga—sin b tang A 
, sin D sin À (56), d'où 1 
2 


cosb cos A 
cot © = — tang b — cos À tang c! 


” VERT alt D 


cosacosB | | 


cot c tanga — cos B tang C“ | 


Ï 


sin a 


et en ne prenant , parmi ces formules, que celles qui 
diffèrent essentiellement , on aura les six que voici : 


cos c — cos a cos b 

COSi cc = icot A CON | 

sin «a —= sin c sin À & 

tang a — sin b tang À À 

tang a — cos Ë tang C | 
* ë 

cos À = sin Bcosa, 


æ” | 


qui, par les renversemens dont elles sont susceptibles, 
suffiront pour résoudre les triangles sphériques rec- 
tangles en C, et dans lesquelsle côté c, oppose à l'anglen 
droit, se nomme hypoténuse, aussi bien que dans Jess 
triangles rectilignes. On obtiendrait des formules ana 
Jloguespour le cas où le triangle sphérique proposé au 
rait un de ses côtés égal au quadrans ; mais je ne m'y 
arrêterai pas. | 
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| 

59. Pour pouvoir appliquer commodément les loga- 

trithbmes aux calculs des triangles sphériques, il faut trans- 

| former les formules des n° 53 et 54, en d’autres dont le 

_ et le dénominateur soient décomposés ert 
facteurs ; et c'est ce qu Euler a fait d’une manière aussi 
1simple qu élégante. 


COS a — cos bcos c 


2 


_ 1°. De l'expression cos À — : 
sin b sin c 


comprise parmi celles du n° 53, on tire 
cos (b—c)—cos a 
sin bsinc 

cosa— cos(b+c) 

7 MRIDIADIe La a 

EE = tang : 4° (27), 
1 + cos 4 

cos TERPENTRS — cos a. 


cosa—cos(b+c) 3° 


Imaiscos p— cos q—— 2 sin+(p<+q)sins(p—g) (27): 
| | sin À (b—c+a) Sin 3 3; (b—c— a) 
RCE en US f@EbLc)sins(a— b—c) 
En opérant ainsi sur tés autres expressions du même 
n° 53, on parvieñdra à des résultats semblables. 


1— cos À — 


Gi) 


1 + cos 4 — 


» 


d’où il suit, à cause de 


tang + 4° — 


2°. Prenant dans le n° 54 , l'expression. 
* cos À + cos B cos € 


ET snBsnC  ”? 
‘on en déduit 
« cos (B+ C)Hcos 4 
À ‘re FERRER snBsinC ? 
__ cos 4 + cos (B— €) 
MALE Te sin B sin C à 


cos ( 5 + C) + cos 4 


Don, tongs o T7 cos (B — ©) F cos 4? 


FES 


ni 
Lo 


CR" 7 
ep 
4 


ee LÉ * 
Ds 0e 
% RS : 
É 
PA 


7° | 
* mais COS p + cosg —2cos1( pq) cos (p— q }(27}: 


# 
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CS (24 CHA) cos(B+C— 4) 
COS (B—C+ 4) cos (B—C— A) ? 

formule que le signe— du numérateur ne rend pasimæ 

&inaire, parce que l'arc 4 + B + C surpassant un qua= 

drans , a son cosinus négatif (*). | 
3°. Les expressions du n° 53 donnent aussi 


donc tang 1a— 


COS a — cos b cos c —= sin b sinccos 4 
cos D — cos a cos c = sin a sin c cos B ; 


et divisant la première de ces équations par la seconde, 
en observant que , d’après les équations (A), on a 
sinb sin B 
na sin 4? 
DR PT 2 DORA D + * 7 


(*) Euler, pour donner plus d’uniformité à ses résultats, em 
ploie toujours les tangentes des arcs à déterminer; mais on peut, 
dans ce qui précède, arriver un peu plus simplement au sinus. 


1°. Ona 1—cos 4 —2sin? 42 (27), et par la formule 


COS p— COS q——2sns(p+q)sni(p—q), 
on trouve 


——.— 
— 


cos ( b—c)— cos a——25sm2(b—c+#a) sin 3 (b—c—a) ; 
ou, en changeantle signe de l’arc b— c— a et de son sinus À 
cos (b— c)— cos a— 2 sin} (a-+b—c) sin + (a-+c—b); 


mettant ces valeurs dans celles de 1 — cos 4, et prenant la racine 
quarrée de chaque membre, il vient 


en SU DR nel tes 
he sin ;(a + b—c)sin + (a+c—b) 
sin ; A= — > ———— — 2" ; 
sin b sim c 
20. Si on observe de même que 


I1—cosa—2sinxla?, 
et que l’expression de cos p+ cos 4 donne 


cos (B+C)-+cos 4 = 2 cos E (B+C+4.4) + cos ! (B+C—A), 


@n trouvera 


AO à ve 1 (AHB+C) cos, (B+C—24) 
RUN sin B sin C ) 
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on trouvera 


cos a — cos b cosc sin B cos À 
cos b— cosa cos c sin À cos B° 
° . 


Si l'on ajoute ensuite l'unité à chaque membrede cette 
dernière , elle deviendra 


1 + 


COS 4 — cos b cos c sin B cos À. 
— © —————ÙQ TIR ——— 5% 5 
cos D — cos a COS c sin À cos B 
et on la changera facilement en 

(cos a + cosb)(1—cosc) sin(4+8B) 


COS b —— COS a COS C 7 sin À cos B ? 


par la réduction des deux termes de chaque membre au 
même dénominateur. 


En retranchant l’unité au lieu de l'ajouter, on aura 


cos a — cos b cos c sin B cos À 
—— | = ——— — ]: 
cos b — cos a cos c sin À cos B 4 


d'où l’on tirera | 
(cos a— cos b)(14cosc) _sn(B—4) 
cos b— cos a cos c sin AcosB ” 
Divisant ce résultat par le précédent, il viendra 


cos a—cosb. 1<+-cosc sin (B—A) 


cosa + cosb”1—cosc sin(B+A) 
et comme , d’après le tableau de la page 30, 
cos a — cos b 


— —tangi(b<+a)tangi(b—a), 


cos a + cos b 


sin p 2 sin ; p COS 5p, 


on trouvera 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


tang 3 (b— a)tang : (b Ha) cot : c* 
__ sinz;(B—A4) cos 3 (B— 4) (2). 
_ sini(B+4) cos L(B+ 4) """"" 
Mais enajoutant et en retranchant successivement l'unité 
à chacun des membres de l'équation le É =, 

ssina sin 


puis divisant les deux résultats l’un par l’autre, on 
parvient à l'équation 
sin b— sin a sin B — sin 4 
sin b+sina sin B sin 4° 


qui peut être transformée ainsi: 


: s sin+(B— À) cos :(B44), 
tang 2(b—a)cot:(b+-a) RNCS 


par les formules du tableau de la page 30 : multipliant 
donc entre elles, membre à membre, cette équation et" 
l'équation (a) , en observant que 


tengi(b+a)coti(b+a)=1(0), 
on obtiendra 
(sin 2(B— 4) Je 
Gin: (5+ 4)}? 
extrayant la racine de chaque membre, il viendra 
sin 2 (5—4) 
sin + (B +4)? 


(tangi (b—a))°cot 1 — 


tang + (b—a) cotlc— 


et divisant l'équation (a) par cette dernière, on aura 


tang + (a + b) cot 1 EN 
1 
cot p 


deux équations ci-dessus, les expressions 


En se rappelant que —tangp (9), on déduira des 
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, Smi:(B— A 
tang à (— a) = tang à c VD 
cos: (B— 4) 


ta gr (0—+a)=tang C cos: (B+4)? 


qui feront connaître deux côtés d’un triangle sphérique , 
dont onaura le troisième côté et les deux angles entre 
lesquels il est compris, puisqu’en désignant par b’ et a’, 
les valeurs des arcs b + a et b — a, il en résulte 


=+:(b+a), a—=i(b—«). 
4°. En prenant encore dans le n° 54, les équations 


cos 4 + cos B cos C = sin B snCcos a 
cos B + cos 4 cos C — sin À sin C cosb, 


et divisant la première par la seconde, on trouvera 


cos À + cos B cos C__ sin B cosa sin bcosa 
cos B + cos À cos € sin Acosb — sin a cosb' 


Ajoutant et retranchant successivement l'unité à chacun 
des membres de celle-ci, puis divisant les résultats l’un 
par l’autre, on en conclura comme ci-dessus, 


cos ÂA—cosB | 1—cosC  sin(b—a). 
cos A+ cos 1+c + cos CUT sin (b + a ) ? 
tang + (B— A) tang ; (B + 4 jtang: C? 
sin (b— a) cos à (b — a) (); 

7 sin£i(b+a)cosi(b+a) "7? 
sin b—sin a sin B — sin 4 


et comme l’é uation = ——— 
1 nb+sna - sin 5 + sin À 


employée dans la transformation précédente, peut 
s'écrire ainsi, 


sin 2 (b—a)cos ; (ba) 


tang : (B— A4) cot +(B+4 4) — 


sin 2(b+a)cos!(b—a) 
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en multipliant et en divisant par cette dernière, l'é- 


quation (b), on trouve enfin 


in + (b— 
tang ; (B— 4)=cot; cts 
s+(b—a) 


tang 5 (B+ 4) = cot 1 CET HUE 


Formules qui remplaceront les récédei ei Lori on. 
connaîtra deux côtés et l'angle qu’ils comprennent. 


60. En prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées ci-dessus sont susceptibles, on aura 


__, sin £(a+b—c) sini(a+c—b) 


tang + sin +(b+-c—a)}sin I(a+b Lc) 
tang + B = Six 3 (0+c—a) sin?(a+b—c) 


sinz (a+-c—b) sin 1(a+b+c) 


al Sin (a+c—Pysinz c—b}sin }(b+c—a) 
Her see L(ab—c}sin 4(c L(a+b+c) 


re 21/= SEC DA EF) 
ng:4 cos … cosi(4+5—Ccos(4+C—B) 


SN /—cos(A+C—Pco2(4A+B-EC) | 
dire ‘4 cos:(B+C—4)cosi(4+B—C) 


—cosi(4+8— Co (AEB+C). t. 
cos (4A+C—B)cos (B+C—A) 


tang ic — 


(”) Pour tirer ces formules de leurs analogues du numéro précé- 
dent, il faut observer que t—$—y—2x—(£+7y), etque 


Sin (P—æq)=msin(g—p), cos(p—q)= cos(q—p). 


Pr RL PL 
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tan#él EE tang ; C Rem CA) 
= 77 n:(B+4) 
b+a | Ro 
FAT n VAS cos KB+A) 
tas c—b ERA sin 2(C—B) 


53% <n 3 (C+8) 
, ss (C—B) 


tang LE —tang ; e 


5: (C2) 
a—C_ >} sin 2(4—0C) 
tang 2: us a 1 (AC) 


a + c cos +(4— 
tang —— —tang; ro 


ras = RES c= sin = e FF = 

An aire 

re D 
F 

DE M EEE TET 

tang — cot : B —— 

tang EC cot! B rem 


Des douze dernières formules on déduit les suivantes , 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d'un triangle dans lequel on connaît deux côtés et 
les angles opposés. 
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sin ;(B+ A4) : 
sin ;(B— 4) 
cosi(B+L 4) 
cor (F — 4) 

mr sin ;(C+2. 
tang ; a—tangi(c— b) sin LR 
cos; (C+B) 
cos, (C—8B) 
sin ; (A+ C) 
sin, (4—C) 
cos; (4+C) 
cos 3 (4—C) 
cotz C=tang} (B—4) ee) 
cos; (b La) 
COST(b—a) 
ot} 4=tangi (Op) LL CE HE) 
cos>(c+b) 
Te +) 
+ LEUR sin; (a+c) 
cot: B—tang ; (4—C) sin }(a—c) 
cos; (ec) 


coss (a—c) 


tangs cæ=tangi( b— a) 


tang ; c—tang:( ba) 


tang; a—tangi(c+b) 
tang ; b—tangi(a—c} 


tang + b—tangi(a+c) 


cot; C—=tang:(B+4) 


cot}; 4—tang!:(C+B) 


Dy-fole 


cot ; B—tang : (440) 


Si l'on joint à ces équations , les équations (A), qui 
serviront dansle cas où l’on connaîtra deux côtés et l’un 
. | 4 
Ÿ 

(*) Ces formules , et les précédentes, sont connues sous lenom 
d’analogies de Néper, parce qu’elles se déduisent des règles données 
par ce géomètre pour résoudre les triangles sphériques(Logarithmo- 

rum cunonis descriptio ). | 
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des angles opposés à ces côtés , ou bien deux angles et 
l'un des côtés opposés à ces angles, on aura tout ce qu’il 
faut pour résoudre un triangle DRE : ce qui précède 
peut donc être regardé comme formant un Traité com- 
plet de Trigonométrie sphérique. En combinant entre 
elles les diverses formules obtenues successivement , 
on en pourrait déduire beaucoup d’autres d’un usage 
très-fréquent dans les calculs astronomiques : on ds 
dans ce genre à M. Delambre, des résultats a 
élégans et très-nombreux, et ms applications impor- 
tantes des methodes approximatives , ou des séries , aux 
cas qui en sont susceptibles. 


Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
un triangle sphérique quelconque. 
61. En négligeant les variations que peut présenter 
un même cas , on ne trouve que les six suivans : 


1°. Connaïssant les trois côtés (a, b, c) trouver 
un des angles (A). | 
smi(a+b—c)sin i(a+c—b 
rt VC en) 1C@+b—csna(ate—b) 


sin? (bLe—a)sin?(a+b+c) 


Connaïssant les trois angles (A, B, C}), trouver 
un des côtés (a). 


— cos +(B+C—AÀ) cos (44840) 


pus de LL O CLEO) (D 


(*) Au lien de cette formule et de Ja précédente, on emploie 
souvent celles-ci : 


sin 2 4— (y. TES sini(a+b—c)sins(atc—b) 


sin b sin c 


— cosi(A4+B+C)cos SC A) 
sin B sin C 
obtenues dans la note de la page 70, et qui sont analogues à celle 


dont on fait usage pour le cas semblable de la Trigonométrie rec: 
tiligne (38). 


ge Le 
Sin = a = 
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8°. Connaissant deux côtés (b, c), et l'angle co: 
pris (À) , trouver Les autres angles (B, C). 


: __ cos i(b—c) 
tang + (B + Cr cos: (b+c) cot = 4 
Lrp_msnmz(b—c) ., 
tang = (B C) sin 1(b+c) otr A4. 
Pour trouver ensuite Le 5°me côté (a), voyez la fc- 
mule du 6° cas. 


4. Connaïssant deux angles (B, C), et Le côté cor- 


_ pris (a), trouver les autres côtés (&Tce}: 


: __ cosz (B— C) e 
tang + (b+c) sr FO tang » a 

À __sini(B—0C) : 
tang > (b— c) = Sn: (FLO) tang ; a. 
Pour trouver ensuite le 3‘"° angle (A) , voyez lafo- | 
mule du 5° cas. | 


5°. Connaïssant deux côtés (a, c) et un angle op 
posé (C), trouver l'autre angle opposé (A). 
! sin a sin € 
Sin À = ——— 
sin C 
6°. Connaïissant deux angles (A , C ) et un côté op 
posé (c) , trouver l'autre côté opposé (a). 


k sin © sin À 
sin a —= - : 
sin € F 


Pour trouver ensuite , dans ces deux derniers cas 
l'angle (B) et Le côté (b) compris l’un entre Les côtés 
l'autre entre les angles , donnés ou calculés, on chan 
gera dans les formules du 3° et du 42° cas , bena 
8 en À, et réciproquement; il viendra 
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cos +(a—c) 
tang + (4 + C) cowi(atc) cot+B, 
cos + (4— ©) : 


où tout est connu, à l'exception de cotiB et de 
tang ! b , qui seront par conséquent déterminées. 

Au moyen de cette récapitulation et de celle qui 
se trouve sur la page 68, rien n'est plus aisé que de 
résoudre un triangle sphérique quelconque , en appli- 
quant, d’après les énoncés ci-dessus, Îles lettres À, 
B,C,a,b, c, aux angles et aux côtés donnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s'effectue par l'addi- 
tion et la soustraction des logarithmes, de la manière 
indiquée dans les exemples rapportés au n° 39; seule- 
ment on n’y emploie que la table des logarithmes des 
lignes trigonométriques, puisqu'il ne s’agit que d’arcs 
de cercle. 

Lorsque, dans les quatre premiers cas, les cir- 
constances de la question laisseront douter si les arcs 
ou les angles cherchés valent plus ou moins du quadrans 
ou d’un angle droit , onlevera la difficulté en recourant 
aux expressions des cosinus et des cotangentes des incon- 
nues (57). Mais dans les deux derniers cas, il peut ar- 
river que la question proposée soit susceptible de deux 
solutions, et l’on s’en assurera aisément en étudiant la 
manière de construire un angle trièdre, lorsqu'on con- 
naît deux de ses faces et l’inclinaison de l’une d'elles sur 
la troisième , ou bien lorsqu'on connaît les inclinaisons 
de deux faces sur la troisième, et l'angle des arêtes 
qui déterminent l’une des premières. Je ne saurais en- 
trer ici dans ces détails (*) ; mais en voici du moins 
les résultats. k 

(*) Il faut consulter le Développement nouveau de la partie 


élémentaire de Mathématiques de Bertrand, tom. II, 7rigono- 
métrie, section V, ou ses £lémens de Géométrie, 32me partie. 


Ph 


… QT 
. |.9-A 
+ 
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1°. Le triangle sphérique ne peut exister que d'une 
seule manière ayec les données EAICEL CE 


lorsque C — 19 


CS 18, GLACES «à 
€ < 11, a>" 11, c > 27— a 
Ci ONE LT, c<T 2%1—a 
CZ, dre 11; C7 
et il est susceptible de deux formes, 

lorsque C << 11, d'A, c< a 
(RAT, LÉ (Ve c << 21— a 
C1, HAE 17, cC>2—0a 
CENT, Le I, NL 


C <ou> 11 dif: 


2°. Avecles données 4, Cetc, il nepeutayoirqu'une 
forme, 


lorsque c — 1 


de RL Là A 4, CK 4 
COL A) AT, C< 27— À 
cn 17, Ait, C> 21— A 
DR Ar A GI, Cyr 
et il en a deux quand 

CESR AL CEA 
C'ÉSAT) AN 17, C > 27— 4 
C ACT ASSET, C< 2— A 
CAGE LE A << 11, C< A 
CcTou > xt, ARR 


62. Pour donner une application de la Trigonométrie 
sphérique , je choisirai le problème suivant : connais- 
Fig. 23. sant un angle MSN, fig. 23, mesuré dans un planincliné, 
et les angles que font avecuneverticaleSS, les côtés SM 
et SN du premier, trouver l'angle M'S'N' formé sur le 
plan M'S'N', horizontal ou perpendiculaire à SS', par 

les projections M'S/ et N'S’ des lignes MS et NS. 


s 


Les 
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Les troislignes SS”, SH et SN, déterminent un angle 
trièdre dont le point $ est le sommet, dans lequel on con- 
naît les trois angles plans MSN, MSS'et NSS’; et puisque 
la droite SS” est perpendiculaire sur le plan N'S'A", elle 
est aussi perpendiculaire sur chacune des lignes A'S", 
IWS", situées respectivement dans les plans S’'SN, S'SM, 
etformant par conséquent entre ellesunangle égal à celui 
qui mesure l'inclinaison de ces plans :le problème proposé 
fevient donc à déterminer cetteinclinaison. C’est ainsi 
qu'il se trouve résolu pardesopérations graphiques, dans 
l'Essai de géométrie sur les plans et les surfaces, ou Com- 

plément des Elémens de Géométrie , n° 41. 


| Mais on peut obtenir l'angle cherché en le considérant 
"comme faisant partie du triangle sphérique BAC formé 
par les cercles résultans dessections que les trois plans 
MSN, S'SM, S'SAN, feraient dans une sphère dont le 
centre seraiten S , et dont le rayon serait égal à celuides 
tables. On a dans ce triangle les côtés 48, AC, BC, qui 
sont les mesures respectives des angles donnés NSS" ; 
MSS", MSN; et l'angle demandé est précisément 
l'angle À : il se trouvera donc par la première règle 
du numéro précédent, 


Comme exemple de calcul, je suppose qu'on ait 
>bservé ; 


l'angle MSN de o!,7597 = BC, 
l'angle S'SM de 01,5913 — AC, 
à l'angle S'SN de o1,6542 = :48. 


Ces angles représentant les côtés d’un triangle sphé= 
rique dont on cherche l’angle 4, je fais, 


a—0f,7597, b—ot,5913, c—o1 6542, 
et j emploie la formule 
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sin£(ab—c)sinLi(atc—b) 
sin à À — YÉARE EE, GT "NE 22 (+ Eco) 
FE Ne EE ch L: 


(note, page 77 ). | 
Les arcs!(a + b—c}, (a+ c—b) se forment en. 


faisant d’abord la demi-somme des trois côtés a, b, 
c, et en retranchant ensuite chacun des côtés qui ren, 
ferment l'angle cherché (38); puis on prend les lo 
garithmes des sinus de ces côtés, les complémens arith=| 
métiques des logarithmes des sinus des restes, comme 
de montre l'opération ci-dessous. 


01,7697 :- : .» ” 
O ,5g13 . | 

Oo ,6542 

Somme. 27,0052 
Demi-somme. 17,0026 17,0026 
0,5913 o ,6542 
19 reste. 07,4113 2‘"° reste. 01,3484 
‘À sin 0f,4113 — 9,7796340 
L. sin 07,5484 — 9,7162989 
. Compl. arith. du I. sin 07,5913 — 0,0964168 
Compl. arith. du 1. sin of,6542 — o,0674g14 


Somme. 19,6598411 


log sin 1 4 — 9,82992c5, | 
qui, dans la table, répond à o7,47254 = 1 4; et 
en doublant cet arc on trouve 4 —01,94508 , ou seu=, 
lement 4=01,9451 , en se bornant à quatre déci=. 
males : tel est l'angle AZ'S"N° correspondant à la vas 
leur donnée pour l'angle MSN. 
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CHAPITRE III. 
De l'application de l' Algèbre à la Géométrie. 


63. Livpricarion de l’algèbre à la géométrie a d’a- 
bord pour but de faire servir les opérations algébriques 
à combiner ensemble plusieurs théorèmes de géométrie 
pour en déduire des conséquences. C’est ainsi que dans 
les deux chapitres précédens je suis parvenu aux prin- 
cipales formules de la trigonométrie rectiligne et de la 
trigonométrie sphérique. Un théorème qui établit une 
relation entre plusieurs lignes d’une grandeur définie, 
peut toujours s'exprimer par une équation ; et toutes les 
transformations qu’on opère sur cette équation , étant 
traduites en langage ordinaire, donnent des énoncés qui 
sont des conséquences du théorème duquel on est parti : 
mais ce point de vue n’offre qu’une très-petite partie de 
ce que doit embrasser l'application de l’algèbreàla géo- 
métrie. Cette branche des Mathématiqnes , considé- 
rée en général, ne se borne pas à la recherche des pro- 
priétés de l’étendue par le moyen des procédés algé- 
briques ; on y voit encore comment on peut repré- 
senter par ces propriétés tout ce que signifie une 
expression algébrique quelconque, ramener sans cesse 
les constructions des figures aux opérations de calcul , et 
revenir decelles-ci aux premières: c’est ce que montre- 


ront successivement les diverses questions traitées dans 
ce chapitres 


L'écriture algébrique, si utile pour exprimerles con- 
LU 


2. 


LS 


‘ “ 
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ditions des problèmes quiregardent les es n’estpas 
moins commode pour ceux qui oft rapport à la géomé- 
trie. Ces derniers peuventse mettre en équation comme 


les premiers , dès qu’on est parvenu:à trouver dans leur : 
’ ; 


énoncé la relation des inconnues et des données ; maisil ; 


faut pour cela appeler à son secours quelques-unes des 
propriétés de l’espèce de grandeur que l’on considère. 


LA 
64. Par exemple, puisqu’un triangle est déterminé 
. . A ! e . , | 
par la connaissance de ses trois côtés, son aire doit l'être 


aussi par cemoyen, et l’on peut se proposer cette ques= 


tiori : 


Connaissant les trois côtés d'un triangle, trouver l'ex 


pression de son aire. 


L’aire d’un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur, on voit d’abord que la ques- 
tion se réduit à déterminer la hauteur; et en abaissant 


Fig. 14. dansle triangle 4BC, fig 14, une perpendiculaire sur le 


côté AC, on forme deux triangles rectangles, qui four- 
nissent des relations entre les côtés 4B, BC, la per- 
pendiculaire BD , et les segmèns 4D et CD , faits par 
cette perpendiculaire. 


En effet , si on désigne par c, c’,.c”, les côtés 4B, BC, | 
AC, du triangle , par t le segment 4Det par u la per- 


pendiculaire BD , les triangles rectangles 4BD, BDC 


donneront 
2 


4B—BD+ AD, BC—BD+DÙ, 


on observera en outre que dans le premier triangle de” 


Ja figure, 

DC—AC— AD =c"—t, 
et dans le second, 

DC = AD — AC=t—c". 


En mettant au lieu des lignes les lettres qui les repré- 
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sentent , et faisant attention que (c"—tÿ=(t— c}, 
on formera , pour l'un et l’autretriangle, les équations 


c—=u?+# ?, cu + (c"—1t}), 
qui, ne renfermant que deux inconnues t et u, en déter- 
minent les valeurs. 


Li 


Si on développe la seconde équation , et qu'on la re- 
tranche de la première, les termes u° et {* disparaîtront ; 
il viendra 


c— = 920" t1— c2(x), 
d'où on tirera 
c— c?+c" 
—————————— © 


À me 
oc” 2 


et l'équation «= u? + #, donnant 
u= + Wce— E, 


on en déduira, par la substitution de la valeur de CS 
celle de 


üu— + { EN Cine 220 à 


Ac’: 
ou 
LR ETE TE) 
= — © "© ————© 


ac" 

On peut, au moyen de cette formule, trouver la hauteur 
d'un triangle quand on connaît ses trois côtés ; et comme 
l'expression de son aire se mesure par la moitié de sa 
base par sa hauteur, on déduira de ce qui précède l'aire 
d'un triangle , lorsqu'on connaîtra lestrois côtés. 

La lettre v désignant la perpendiculaire abaissée sur 
le côté c” de triangle proposé , l'aire de ce triangle sera 


«) Je ferai remarquer que cette équation, mise ous la forme 
= 02 ca — 06/1, présënte, par rapport au côté ce , ou BC, 
le théorème dn n° 76 des Ælémens de Géométrie: 
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I CU —E /4c°c7 — (c—c+c"}y, 
en mettant pour v la valeur trouvée ci-dessus. 


Telle est l'expression de l’aire d’un triangle par ses. 
trois côtés. En la considérant avec attention , il est fa-| 
cile de voirqu 'elle n’est pas présentée ici Nusla forme , 
la plus élégante qu’on puisse lui donner , car elle ne pa 
raît pas symétrique parrapport à chacun des côtés c,c',c”, 
ce qui pourtant devrait être , puisqu’en y chateant co 
léttres les unes dans les autres , elle ne doit pas changer 
de valeur. Il suit évidemment delà qu'elle peut être ra. 
menée à ne contenir que des combinaisons semblables" 
des lettres qu’elle renferme ; et l’on atteint ce but en, 
observant que la quantité 4c?c"2— (c2— 024 2}, étant 
la différence de deux quarrés , se décompose dans les 
Facteurs 


acc” + c? J. CIE c?, QCC! = c? PA. c'? + ce. 


qui reviennent à 4 
(CH cer, —(c—c'} Ho, | 
“et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivans, 
che, c+c—c, e+c—c", cc c: 
on aura donc 
D Et RE A, 
+ /(c + CH ce") (c++ c'— €) (c+- c'— c") (c+ c'—c"}a 
Maintenant si l'on fait attention que 
C'+c—c—(c+ c'Hc)— 00 
c + cc (c+c+ cc) —0c 
Ch C'—c'—=(c + c'+ c/)— 06", 


et que l’on pose c+ cÆc"— 9f, on trouvera enfin 
que l'aire du triangle 4BC est exprimée par 


k Var a(f—c).2 ([—c).2 C—c) 


et se réduit à 


* À LA GÉOMÉTRIE: 87 
VTIU—-9U—-9 CU; 
formule aussi remarquable par l'utilité dont elle peut 


être pour évaluer l’aire d’une figure plane quelconque, 
que par son élégance : elle montre que l'aire d'un triangle 


+ est exprimée par la racine quarrée du produit de la 


demi-somme des trois côtés, multipliée par Les diffé- 


: rences entre cette demi-somme et chacun des côtés. 


| 


| 


65. Le procédé indiqué dans les Ælémens de Géos 
métrie), numéros 234 et 268, pour trouver la hauteur 
entière d'une pyramide ou d’un cône , tronqués 
par un plan parallèle à leur base, étant réduit en 


| formule, conduit à une expression remarquable du 


volume de ce corps. 


Si on désigne par a etb, les deux côtés homo- 
logues des bases d’un tronc de pyramide , ou les rayons 
de celles d’un tronc de cône, par g la hauteur de ce 
tronc, par À la hauteur de la pyramide ou du cône 
entiers , on aura la proportion 


ag , 
20 


La hauteur. de la portion retranchée , étant À —g, 
aura pour expression 


a—b;aïigih, d'où h— 


Cela posé ,les bases du tronc étant semblables, 
seront entre elles comme les quarrés de leurs lignes 
homologues ; ensorte que, nommant $ la base inférieure 
et S la base supérieure , on aura 


SF ab out Se RS SP. 
Désignant ensuite par m le rapport des grandeurs S et 
a*, il viendra 

< 


88 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 
S—dm, s—bm; 


et les volumes du corps entier et du corps retranché! 

seront exprimés respectivement par 
1 1mMmga 1] 1 Mgb° 
ae, (ho) s 27 
STE, 39) 3 

en mettant au lieude S, s, h et h — g , les valeurs 

trouvées ci-dessus. Retranchant enfin la seconde ex 


Bression de, la première, on aura pour le volume du 
tronc 


1 mg ( a°—b3) 


3 mg (at-+ab-+b)— sgme+ mab+4-mb?), 


Or ma* et mb* sont déjà les bases inférieure et su- 
périeure du tronc; et si l’on fait ab — ,c=— V/ab 
désignera une moyenne proportionnelle entre les lignes. 
a, b, et par conséquent mab=— mc, exprimera l'aire 
d'un polygone semblable aux bases du tronc et cons- : 

truit sur le côté c , ou d’un cercle de rayon c. 


ILsuit donc du résultat précédent, que le volume 
d'un tronc de pyramide ou. de cône est égal au tiers 
de sa hauteur, multiplié par la somme des aires de 
ses deux bases et d'une fixure semblable, construite 
sur un côlé ou sur un rayon moyen proportion nel 
entre ceux de ces bases; et comme mab — V/ma°.mb?, 
on voit que l'aire de cette figure est moyenne propor- 
tionnelle entre celles des bases. Si on élève sur ces 
trois figures des pyramides ou des cônes de même hau- 
teur que le tronc proposé, la somme de leurs volumes 
sera équivalente à celui de ce tronc. 


66. Dans les questions précédentes, on avait en vue un. 
résultat numérique; quelquefoison cherche des lignes. 


Qu'on se propose, par exemple, d'inscrire un quarré 
és 
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DEFG , dans un triangle ABC, fig. 24, il faudra Fig. 


supposer la question résolue, et cher Mer ensuite entre 
les lignes données immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré , une relation qui puisse s'exprimer al- 
gébriquement. | 

Pour cela, on abaïissera la perpendiculaire BH, que 
l'on regardera commie connue , puisqu'on sait la mener ; 
et comparant les triangles semblables B4C et BDE, 
BAH et BDI, on formera les proportions 


AB: BD': AC:DE, 

AB : BD :; BH: BI, 
qui conduisent à 

AC: DE :: BH: BI. 
Cette dernière donne une relation entre les lignes con- 
nues AC, BH , et leslignes inconnues BI, DE; mais 
BI dépend de BE , car BI— BH —1IH, et par la défi- 
nition du quarré , IH — DE : désignant donc par a et à 


les données AC et BH, et par x l’inconnue 1H ou DE, 


on aura 
aix!::b:b—x, 


d'où bx = ab —px. 
De cette équation du premier degré, on conclut 
ab 
— a+ % 


Lorsque les droitesa et b sont rapportées à unecom- 


mune mesure, ou exprimées en nombres, la formule ci- 


dessus donne , par des opérations arithmétiques , le 
nombre qui exprime la longueur de la droite 7H; 
prenant ce nombre sur la droite BH, on aura le point 
TI, par lequel il faudra mener la droite DE. 

Îl n’est pas nécessaire, pour déterminer le point J, de 
recourir aux nombres, parce que les opérations indi- 


+ 
7 


é 
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quées dans l’exprgssion de x peuvent s'effectuer sur les” 
lignes. On voit en effet que cette inconnue est le qua= 
trième terme de la proportion suivante : 


atkbia::b:x, 

etque par conséquent tout se réduit à trouyer une 

quatrième proportionnelle aux trois lignes ; 
j a+b, a et b. 


Onregarde en général comme élégant de lier avec la 
Higure qui contient les données du problème, les opéra 
tions qu'il faut effectuer pouren obtenir lasolution; on 
peut en conséquence, dans la question présente, em-" 
ployer l'angle droit CHB à la détermination dela qua-* 
trième proportionnelle à trouver. Onportera donc, sur 
fTC prolongée, 


AE GS AC, NE SRE RE RE TEE 


tirant BK, puis menant /L parallèlement à BK, le point” 
J, pour lequel on aura 


EK : HL :: BH:IH, 
appartiendra au côté DE du quarré DEGF. 


‘+ 


67. On peut atteindre de la même manière à des 
questions d’un degré supérieur au premier. 

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c’est la partager de manière que l’un dessegmens 
soitmoyen proportionnel entre la ligne entière et l’autre 
segment ; pour résoudre algébriquement ce problème , 
on désignera la ligne entière par &, le segment inconnu 
par x ; l’autre segment sera a— x , et l’on aura 


do Xe Le A—X, 
d'où l’on conclura 


OX = Æ°; 
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en résolyant cette équation, on en tirera 
x =— tax Wa+ia. 

Les opérations indiquées dans cette solution peuvent 
s'effectuer sur les lignes, aumoyen du triangle rectangle; 
car a +2 a? étant la*somme des quarrés des lignes 
a etla, le radical VW a° + !a* est l'hypoténuse AC, 

fig. 25, du triangle rectangle construit sur les côtés Fig. 254 
AB—a, BC—#4a. I] ne s'agit, pour obtenirles deux 
valeurs de x, que de combiner, par soustraction et par 
addition , la ligne AC avec la ligne BC —;a, ce qui 

| s'effectuera en portant ZC de C en D sur AC, etde © 

en D” sur son prolongement ; car on aura 
AD— AC—DC= V'a+1la—3ja, d'oùx=— AD 
AD'=AC+DC—=V &+ia+la, d'où x—— AD". 

La droite 4D rapportée en Æ , sur ÂB, par un arc 
de cercle, est la solution donnée dans le n° 132 des 
ÆElémens de Géométrie; et en mettant sous la forme 

dd —ax+x, 
‘équation du problème , on en tire la proportion 
x+aia sax, 
qui revient à 
ADS AS: AD ALES 
puisque | 
AD' = AD + 9BC— AD + AB. 

Il suit de là, que la ligne AD est aussi partagée en 
moyenne et extrême raison au point D, et que le plus 
grand segmènt DD' est égal à la lignedonnée 4B. On 
verra plus loin (77) l'énoncé auquel répondent en 


même temps les deux valeurs de x, et ce que signilie 
le signe — qui affecte la seconde. 


f} 
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Les exemples précédens suflisent pour montrer 
que la résolution algebrique des problèmes déterminés 


‘de géométrie, présente des circonstances analogues 


à celle des problèmes relatifs aux nombres. Il faut 


d'abord mettre laquestion enéquation, tirer l'expression 


de l’inconnue ; mais au lieu d'employer le calcul arith= 
métique pour évaluer cette expression, ilfaut effectuer 
sur les lignes connues, des opérations graphiques, corres- 
pondantes à celles qui sont indiquées par les signes algé 
briques. Dans la question du n° 66, dont l’équation n’é- 
tait que du premier degré, c’est par les lignes propor- 
tionnelles qu'on a déterminé l’inconnue , et pour la 
question ci-dessus, dont l'équation montait au se— 
cond degré, on a eu recours à la propriété du trianglé 
rectangle. Ces déterminations sont ce qu’on appelle la. 
construction des valeurs de l’inconnue; et je vais en 
exposer les principes, qui sont communs à toutes les 
questions de ces deux degrés. 


68. C'est une remarque générale, et qu’on aura sou- 
vent occasion de vérifier , que lorsqu'il n’entre que des. 
lignes dans l'énoncé d’une question, et que la quantité 
cherchée est elle-même une ligne , son expression ren- 
ferme toujours un. facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur ; et chacune dé ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L’ex- 
pression de £, trouvée dans le numéro 64, remplit 
cette condition : les termes de son-numérateur ont deux 
facteurs , et son dénominateur, un seul. 


I] suit de là que lorsque l'expression d’une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux,:on peut, en repré- 
sentant toutes les quantités qu'elle renferme par des 
lignes, obtenir la longueur de la prémière sans recourir 
aux nombres, et seulement encherchantayeclarègle et 


le compas, des quatrièmes proportionnelles à des lignes 


données. Pour le prouver, il suffira de l'exemple suivant, 


abc + d'— ef. 

gh+i ? 
cette expression , dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les 


| termes du dénominateur n’en ont que deux, appartient, 
d’après la remarque ci-dessus, à une ligne. Si l’on fait 


abc= kd, af kid, 


Soit = 


RSR CN LP kde 
| On aura 
dE I—R) _ d+d—R). 
— d(kR' A (k' + ni 5 UNE — k? LR CE . 


on obtiendra donc ten cherchant une quatrième propor- 
| tionnelle aux trois lignes k"+ k”,k+d—k et d, 
| lorsque les lignesinconnues, représentées par À, RORITRe, 
: seront déterminées. Les équations posées ci-dessus , 
conduisent à 


| QUEROR | A areN 

| w =f7, PP 

valeurs qui se forment par les proportions suivantes : 

| ŒRRRE- FN DRE AP 
idtenf:Ÿ died: y, 
idig: pi, MR EUR DK": 


cherchant donc les quatrièmes termes de chacune par 
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les lignes proportionnelles , on aura successivement lesif}l 
longueurs des lignes représentées par | 


ab abc En e ef gh. 12 ; 
dd’? d’? d? d?d? 
qui DOnDÉTONE | 
kaki ktret k7s 4 


et avec celles-ci on trouvera t. 4 


+4 


On reconnaït sans peine que l'esprit de la méthode M À 
dont je viens de faire usage pour construire une €x- 
pression algébrique, consiste à transformer le numé—. 
rateur et le dénominateur de l'expression proposée , 
en produits d’un certain nombre de facteurs simples ou 
du premier degré, ce qui est toujours possible parles« 
moyens que j ai employés. 


: 

Il y a des cas où cette transformation peut s’effec- 
tuer immédiatement, sans qu'il soit besoin d’y'‘intro- M 
duire des indéterminées : tel est celui de l'expression | 


: tn A CS) 4 

AL L 

dont le numérateur équivaut à à 
c (a +b) (a— b), Ÿ 

et dont le dénominateur peut s ‘écrire ainsi , * 
he. Va x Va: à 
il vient alors | Î 
__@—b{@+b)e Î 

Va HE Va + 4 

à 

ce qui s'obtient par les proportions | | 
e { : UE 

(a+ë a+b)c # 

a+ biadb:: à 
Va bi que ‘a C. Ver b2 LA f 


(G@+b)c (a—b) (+6) c 


Re Eur 40 
MERE payes 0 
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Le radical employé dans ce calcul se construit facile= 
ment, caril exprime l'hypoténuse d’un triangle rectangle 
dont les côtés sont a et b. 


. 69. Le triangle rectangle et le cercle fournissent les 
moyens de construire la racine quarrée d’une quantité 
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est 
évident , lorsque la quantité comprise sous le radical est 
la somme ou la différence de deux quarrés. En effet, on 
a, dans ce cas, V/a° + b? et V/a— b3; l’une de ces 
expressions peut être regardée comme l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés sont a et b , et l’autre 
comme l’un des côtés adjacens à l’angle droit, dans un 
triangle de même nature , dont l'hypoténuse serait & , 
et le troisième côté à. 


On construira, par unesuite decestriangles, l’expres- 


sion Via +++: ayant obtenu d’abord ÿ/a°+6?, 


on représentera cette ligne par & , ce qui donnera 


Le a + b2 — a, 
et la quantité proposée deviendra 
Va+ce+ dr; 


on construira le radical W/ 4? + c* comme le précédent» 
stnommant £ le résultat de cette opération , on aura 


ad? + © — 8: 


il ne restera plus qu'à trouver W/ 84 d', ce qui se fera 
en prenant l'hypoténuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont 6 et d. Il est facile d'étendre ce procédé au cas 
où le radical à construire coñtiendrait un nombre quel- 
conque de quarrés. 


. 


70. Je passe maintenant à l'emploi du cercle dans 
’ . . ? . 
l'extraction des racines quarrées, On sait que la per- 
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pendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne pros 
portionnelle entre les deux segmens de ce diamètre 


( Géom. 130); on obtiendra donc V’ab en faisant; 
Fig. 96. fig. 26, AP —a, BP—b, et décrivant un cercle 

sur la somme 48 de ces dit lignes , prise pour dia 

mètre : la perpendiculaire PM, élevée sur le point P,; 

4 . 

étant moyenne proportionnelle entre 4P et BP, ser 


V/ab. 

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle, 
entre deux lignes quelconques a et b, en prenant la 
plus grande des deux pour le Alan tré AB du cercle; 
et portant l’autrede en P; élevant ensuite l’ordonnée 
PM, et tirant la corde 4M, on aura la moyenne pro=| 
portionnelle demandée ( Casa 131). | 

A laide de ces méthodes , on construira tous UE | 
radicaux du second degré, quelle que soit la quantité | 
qu'ils renferment. Soit pour exemple 


def ÿ . | 
+ bc —— ; 
V : } 


de À 
on fera bc—= ak, MEN ak’ ; l'expression propo+ 
| 


sée deviendra 
V’a+ak— ak = W(a+hk—k)a, | 


et pour l'obtenir, il suffira de prendreune moyenne pro- 
portionnelle entre deux lignes, respectivement égales à, 
a + k — k' et a : il est d’ailleurs évident que les quantités 
k et k’ se détermineront par les lignesproportionnelles, 
d'après ce qui a été dit, g° 68, puisque les équations 

dont elles dépendent, donnent 
bc y def 

k= —, re 


(#2 ag 


et conduisent par conséquent à ces proportions : 


a:b 
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sr 10 CE : HOME def + 
Gide, Be Re 


Cha SEC =. RX 


m1. La quantité que l’on se propose de construire 


ourrait ne pas être homogène ; maïs cela n'arrivera que 


orsqu'on aurafait quelques lignes égales à l'unité, ou que 
‘on aura représenté un nombre par une lettre, ou une 
‘gne par un nombre ; et les méthodes indiquées ci-dessus 
e seront pas arrêtées par cette circonstance 
u'on fasse reparaître, dans tous les termes oùel 
? trouver , et ayec des ex 


rise pour unité. 
| Si r it bc t ‘à A : l 1e 
"SITOn avai a + dg? *tque lon sût par l’'e- 
oncé de la question qui aurait condffità 


u'elle doit appartenir à une ligne, 
hacun des 


; Pourvu 
le devait 
Posans convenables, la ligne 


cette expression, 


On verrait que 
termes compris sousle radical devrait être 


u second degré, et que par conséquent en désignant 


——— 


PE 
h:lieu à bc i ne change rien à] ta d b=< 
alieu em) Cequin g a grandeur ab 


. . . . . » bcr 
unité par z, il faudrait écrire an au lieu de a, et 


lue deces quantités, puisque 7— 1 —n$,eten général 
"= 1, quelle que soit m. On aurait de cette manière 


k 
ee 
| 


3 ! 2 
| an 2e =4/n(e+ a), 


lise construirait fa cilement. 


J'observerai que, d’après ce qui précède, 
itextraire , par une Opération graphique, la racine 
aarrée d’un nombre quelconque, en prenant une 
.oyénne proportionnelle entre deux lignes, dont l’une 
présenterait l'unité, et l’autre aurait avec celle- 
| Trigonométrie. 6° édition. : 7 


on pour- 


ci le 


Ar | 
1 LATE WAR L di 
+ LRU L 
+ PR « 
2 e Lai 
] : 
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rapport marqué par le nombre proposé. V/2, par exem 
ple , s’obtiendrait en prenant une moyenne proportion 
nelle entre deux lignes, dont une serait les Z de l’autre 


puisque (VÆ — Va XL 


72. Rien n'est plus facile maintenant que de cons 
truire l'expression des racines de l'équation du secon 
degré x°— ax b?, qui peut représenter toutes celle. 
de ce degré. En effet, en tirant la valeur de x, | 


7. 


_— 


os L 2 ° 
x—=}at Via + D; | | 
A 
ñ ne s'agit que de construire le radical V/}a? + b°(6g 


et de prendre ensuite la somme et la différence du # 
sultat et de la ligne 2 a, pour obtenir la grandeur€} 
chacune des racines de la proposée. | 


Si cette équation était de la forme x°—ax —— 0 
on aurait al 
M 

i 


|! 
|! 


saconstruction , dans ce cas, ne différerait de celle ( 
précédent , qu'en ce que le radical serait exprimé p} 
__ J'un des côtés de l'angle droit d’un triangle rectangle,x! 
lieu de l’être par l'hypoténuse , et que ce triangle ce: 
serait d'exister sil’'onavaita< b, parce qu'alors aya 
Fig. 27. pris sur l’un des côtés d’un angle droit 4BC, fig. 21 
une grandeur 4B —b, le cercle DE, décrit du point 
comme centre, avec un rayon qui serait moindre que, 
watteindrait pas l’autre côté BC. Cette circonstan! 
s'accorde avec la théorie des équations du second d: 
gré, qui donne des racines imaginaires pour le cas do! 
il s’agit. 1 | 
On pourra appliquer ce qui précède àla questionsi 
vante : Etant donnée la somme ou la différence des dei 
côtés contigus d’un rectangle et son aire, construire) 


rectangle. 
L 1 ‘ | 


Ca 
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En effet, soient b° la surface du triangle demandé, 
a lasomme ou la différence de sescôtés contigus,etx l’un 
deux; l’autre sera exprimé par a— x dans le premier 
Cas, et par a x dans le second ; la surface sera 
(a— x) x pour le premier cas , et (a+-x)x pour le se- 
cond ; ensorte qu’on aura ces deux équations : 
| 


( ax — 2 = b?, ax + x°— b?, 


Tésquelles étant résolues, donneront des valeurs de x 
constructibles par la méthode précédente. 


75. Il n’est pas nécessaire de résoudre les équations 
second degré, pour trouver graphiquement les ra- 
es; on les obtient immédiatement, par les propriétés 


des lignes droites qui se coupent dans le cercle. 
| L'équation x° + ax — b* étant mise sous la forme 


| 
| (x + a) — b», 


ie rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes 
jui partent d’un même poirit (Géom. 128); car si on dé- 
dit, fig. 28,sur un rayon BC— 
mène unetangente 4B dontlalongueursoit b, et que par 
es points 4 et C on tire une sécante AC, en nommant x 
a ligne AD , on aura évidemment | 

à AD' = AD + DD'— AD+ 2BC—x + a, 

itla propriété citée plus haut, donnant 4D XAD'=4h; 


l'en résultera 
| x (x+a)—b?, 


Fr « }’ / . ! 
8 qui est 1 équation proposée. 


IMSi l’on avait? — ax — 5, il faudrait faire x — AD 


on aurait alors 


| 


AD=x— a, et T(x— a) = b?, 


} . F2 1 . x : 
La construction présente , n étant sujette à aucüne 
Æxception, montre que tant que b* sera positif dans 
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z@ un cercle, qu’onlui Fig. 28. 


‘Sous cette dernière forme elle se rapporte à la proprié 
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le second mêmbre, en même temps que x* l’est dans 
le premier, les racines de l’équation proposée seront: 
toujours réelles. à 

L'équation x°—ax— — b° se changé enat —1— | 
et peut alors s’écrire ainsi: à 


F x(a— x) = b?. 
des cordes qui se coupent dans le cercle; car si l'on 
décrit sur un diamètre 4B—a, fig 29, un cercle 
qu ‘on élève au point À une perpendiculaire AC—1Ù% 
qu’on tire ensuite CM parallèle à 4B, et que par lei 
points AZ et M”, où CM rencontre le Corée on abaiss 
sur AB , les perpendiculaires PM et P'M', on aura 


AP % BP—AP (AB— AP)=PM, 


ou 
AP(a— AP) =, 
puis +: MEN. 
APS BP'— AP'(ÂB—AP)=PMW, 
ou 


AP' (a— AP! )=b: | 
d’où l’on voit qu'en prenant successivement pour x À 
droites 4P et AP',on FOR sur l'équation proposée 


PE + F 
et que par conséquent les droites AP et AP", obtenu 
par les procédés ci-dessus , sont les valeurs de Ti 
connue x. & 

Il est visible que quand Æ4C surpassera le rayon dù h 
cercle ou Z a, la droite CM ne rencontrera plus le cercg 
etre More par conséquent ancune détermination" ; 
mais alors les racines de l'équation proposée seront 
imaginaires. L 

Les racines de l'équation x°+4- ax ——b? ne diffèrent 
de celles de l'équation x®—ax #0, que parc 
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qu'elles sont affectées du signe —; mais leur grandeur 
obtiendra toujours par la construction que je viens 
Yindiquer. 

74. Dans l'application de l’Algèbre à la Géométrie, le 
signe — s’interprète en général comme à l'égard des 
sombres, en renversant d’une certaine manière l’énoncé 
le la question, ôu en prenant les lignes qui en sont afFec— 
ées, dans un sens contrairé à celui où on les avait sup— 
sées d’abord. 


* Avant d'aller plus loin, je dois rappeler queles quan- 
ités négatives tirent leur origine des soustractions qui 
le peuvent s'effectuer dans l’ordre où elles sont indi- 
[uées, parceque la quantité à retrancher se trouve plus 
rande que celle dont on doit la retrancher. On recon- 
aît par cette circonstance, qu'il y avait erreur dans l’é- 
oncé de la question, ou au moins dans son application 
ù cas particulier que l’on a eu en vue; et en redressant 
étte erreur, c’est-à-dire en modifiant l'énoncé de ma- 
ière à rendre possible la soustraction qui n’a pus'exécu- 
37, on parvient à un résultat positif; mais pour certaines 
westions,pour toutes celles quimènent à des équations du 
remier degré, par exemplefon n’apas besoin de prendre 
ette peine. Le signe du résultat indique lui-mêmele ren- 
érsement dont l'énoncé est susceptible; et les valeurs né- 
atives,employéesconformément auxrègles établies pour 
Fectuer les opérations sur les quantités affectees du 
gne —, satisfont aussi bien aux questions que celles qui 
mt positives : c’est pour cela que l’on à changé la 
“nomination de racines fausses, que les analystesdon- 
tientautrefois aux racines négatives des équations. k 


C’est donc aussi par la soustraction que l’on doitexpli- 
ver , sur les figures géométriques , les valeurs négatives 
de Algèbre donne à certaineslignes; et pour soustraire 
1e ligne d’une autre, il suffit de porter la premièresur le 


‘Fig. 30. 
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seconde, à partir de l’une des extrémités de celle-ci:maïis 
il ya, surcette opération graphique, quelques obserya- 
tions à faire, qui tiennent à la manière dont les lignes se 
décrivent. 


Soit d'abord CD, fig. 30, la ligne àsoustraire de 4B; 
comme la première est moindre que la seconde, en 
portant cette première de B enc, leurdifférence Ac sera 
placée à la droite du point À; maissi l’on avait à retran- 
cher C"D, plus grande qu AB, et qu’on portât toujours 
sur 4B, à partir de la même extrémité PB, la ligne à à re= 
trancher, la différence des deux droites proposées serai 
marquée en Ac’, sur le prolongement de 4B ; et serait 
placée à gauche ss point 4, c’est-à-dire d’un côté op 
posé au résultat Ac de la première opération : c'est à cé 
changement de situation que répond le signe —. 

Ilsemblerait, au premier coup-d’œil, que l’on devril 
eFectuer la soustraction indiquée sur ( lignes C'D'et 
AP, enportant la plus petite surla plus grande, car c’es 
ce que l’on fait sur les nombres, lorsqu'on ôte le plus 
petit du plus grand ; mais il faut observer, à l'égard des 
lignes, qu’elles sont en général employées à marque 
des distances à un certain point auquel on en rapport 
d’autres,et qu’on regarde comme fixe;elles prennent donc 
leur accroissement par l'extrémité opposée à ee point 
et alors la soustraction, qui, par sa nature, est inverse de 
l'addition de laquelle résultent en général les accroisse- 
mens, doit s’opérer aussi en sensinverse de celle-là, et par 
conséquent en allant vers le côté où les lignesdiminuent 
De là vient que si le point À sur la droite 48 est le point 
fixe: dont je parle, la soustraction de CD ou de C'2 
doit s’opérer à partir du point B. Lacontinuité deslignét 
et la possibilité de les prolon gerindéfiniment dansles deux 
sens, donne à leur égard le moyen d'opérer, comme on 
dont de le voir, la soustraction de la même manière, 
quoique la quantité à soustraire soit devenue la plu 
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ande des deux. Voici un problème fort simple qui 
\onfirmera ce qu'on vient de lire, 


arallèlement au côté AC, une ligne DE qui soit égale à 
‘26 ligne donnée MN. 


Les côtés du triangle étant donnés, je ferai 
AB = à, ACER, MN = c; 


t je prendrai pour inconnue là distance 4D, parce que 
à position d'une ligne parallèle à une ligne donnée, 
st déterminée par un seul de ses points. En faisant 
4D—x, j'aurai BD =a—x, et les triangles sem- 
ables BAC et BDE donneront | 


AD ACTENBEDISLDE), 


vu 
a: bi a—x ic; 
lonc 
2 ab — bx = ac, 
1 | — ( 
Bb ac __ a(b c) 


Li b b 

La valeur de se construit (68), en retranchant de 
AC —b, la droite CF= c, puis tirant FD parallèle à 
OB ; car la similitude des triangles 4BC, AFD, four- 
ait cette proportion : | 
AC: AB :: AF: AD, 


1 A 


jourrait plus trouver place dans l'intérieur du triangle 
BC: il faudrait prolonger les côtés 4B et BC; mais 
lorsle point D passerait en D’ de l’autre côté du point 
À , et c'est précisément ce qu’indiquent le calcul et la 
æonstruction. , 


Fe la ligne ZZN devenait plus grande que 4C, ellene 


; 75. Mener dans un triangle donné ABC, fig. 31, Fig. 3r. 


C2. 
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En effet, sil'on a M'N' > AC , ilen résultera > : 
Ja quantité b— csera par conséquent négative ; mais en 
faisant la soustraction des lignes, comme il a été indiqué) 
dans le numéro précédent, le point F passera en F”, etllal 
ligne FD’, menée par le point F’ parallèlement à BC, ne 
pourrarencontrer que le prolongement du côté 4B en D! 
76. En général, toutes les fois qu'il s’agit de distances 
rapportées à un point fixe et comptées sur une même 
ligne, ou sur des lignes parallèles, celles qui sont affec- 
tées du signe — doivent se prendre dans un sens opposé 


à celles qui sont affectées du signe +. x 


En effet, si l'on considère la situation respective &e 
deux points dont les distances à une droite quelconq 
soient exprimées par a+ bet a—c, il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est b + c, puis 
que a+b—(a—c) —=b+c; et pour les placér d 
cette manière par rapport à une droite quelconque 4'B4 

Fig. 32. fig. 32 , il faut tirer d’abord, soit d’un côté, soit de 
l'autre de cette ligne, àune distance 44’= a, une p4= 
rallèle 4B, puis mener ensuite deux autres lignes paräl: 
lèles à celles-ci, l’une Q M, en dehors des premières et à 
une distance 4Q —b, l'autre OM" en dedans età 
une distance 4Q'— c. Par ce moyen, tous lespoints, tels 
que M et M", placés aux rencontres des dernières pa 
rallèles et d'une perpendiculaire à laligne 48’, auront 
entre eux la distance exigée, etse trouveront dans une 
situation opposée par rapport à la parallèleintermédiaire 
AB, de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar- 
qués par + b et — c. Il est facile de voir qu'ils seraient 
tous deux du même côté de 43, si Jeurs distances ik 
ligne 4’ B" étaient exprimées par a + b et a + c, parce 
qu'’alors leur distance mutuelle serait b— c. | 

C’est ainsi que les sinus, qui sont les distances desextré® 
mités des ares au diamètre 44”, fig. 10 , et les:cosinus 
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qui sont les distances au diamètre ZB”, changent de 
 signeen passant d'un côté à l’autre de ces diamètres (23). 
. La tangente suit la même loi à l'égard du diamètre 44”, 
Let par la même raison. 


af . - ’ . , . . 
77. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi im- 


EL. 

Me . \ 4 - : 
Imédiatement à la sécante, parce que sa direction change 
lächaque instant : cependant elle n'en a pas moins un 


| 
signe propre à ses diverses situations, et qui se tire de son 
| 2 


#æ 
pression analytique séca= PE mais ce n'est, en 
os a 


| général, que par rapport aux lignes qui conservent la 
ême direction, que le changement de signe répond 
toujours immédiatement au changement de côté (*). 


racines de l’équation du second degré a*— ax — x* (67), 
quoiqu’appartenant à des valeurs de signes différens, 
Ine sont pas opposées ; mais s’il s'agissait de lesappliquer 
à la solution d’un problème oùelles seraient considérées 
! comme des distances à un point fixe , mesurées sur une 
Jigne de direction constante, il faudrait les porter de 
 différens côtés de ce point , d’après larègledu n° 76. 


Eneffet, le problème du n°67, par exemple, peut 
être énoncé ainsi : 


Trouver sur la droite AB —a,unpointE, tel que sa 
distance AE au point À, soit moyenne proportionnelle 
Léntre sa distance à l'autre extrémité B et la ligne en- 


} 

(*) On peut, ce me semble, donner une explication assez naturelle 
“des changemens de signe de la sécante, en observant que cette ligne 
| prend réellement uue situation opposée , lorsqu’elle atteint la tan- 
| gente par l'extrémité opposée à celle où elle y arrivait d’abord. En 
effet, dans les ares BA’ et 4’B', pour lesquels l'expression analy- 
tique de la sécante est négative, ce n’est plus le rayon C#Z qui at- 
-seint la tangente ZV/V”, mais le rayon opposé. 


" Lesdroites 4D et AD), fig. 25, qui représentent les Fig. 25. 


Fig. ET 
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tière AB. Les deux valeurs de l’inconnue étant alors 
AD et -4D', la dernière, qui se trouve affectée du 
signe —, doit être HOTGE en AE’,au-delà du point 4, 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier, car la valeur de 4D' répondant à à—x dans. 
l'équation a°— ax = x?, vérifie l'équation a°—ax — 2x 
qui résulte du Hatenent de xen —zx; et cette! 
dernière équation fournit la proportion 


L'ROE TNT A 
qui revient à 
AB+AE, ou BE':AE'::AE':A4B. 


Le problème suivant est encore très-propre à Faire. 
connaître comment il faut interpréter les diverses solu® 
tions qu'offre une même équation. LA 


78. Par un point E, fig. 33, placé comme on voudra 
a l'égard de deux Het AB et AC, perpendiculaires. 
entre elles, mener une droite de PER que la partie 
D'F" de celte droite , interceptée entre les deux lignes 
proposées , soit d'une pre ta donnée m. ï 


Pour connaître la position de la ligne D'F" déjà assu— 
jétie à passer par le point donné £, il ne faut qu’en dé- | 
terminer un autre point, qu'on peut choisir comme on 
voudra ; je prendrai pour cela 4D’, et puisque le point 
Æ est donné, je supposerai connues les lignes GE et 
HE , menées de ce point parallèlement aux lignes 4B 
et AC: je ferai en conséquence | 


GE = a, HE =b, ADS 


Cela posé, les triangles semblables EGD' et F'AD! 
donnent 
GD' : GE:: AD’: AF',; 
mais - 
D'= AD'— AG = AD'— HE = y — b; 
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done 

res, ay 
y—biaï y: Af=-——. 
| dr : à ‘At 
Le triangle F” AD” étant rectangle en 4, fournit l'équa- 
\tion HERARE 
Ex . AD + AF'=D'F'. 


qui, par la substitution des valeurs de ÆD', 4F” et 
D'F', devient | 


PQ "CO 
ARTE) m 


| et 
ÿ—2by°+(b°+a—m") y°+2bmy—b’m=o (à), 
Horsqu’elle est développée et ordonnée. 


Cette équation monte au quatrième degré , parce que 
: Ja question proposée a , en général, quatre solutions. On 
| voit en effet, par l'inspection de la figure, que l’on peut 
remplir de quatre manières différentes les conditions du 
problème proposé, savoir : 


Par les deux lignes D'F'et D'F",menées dansl’angle 
droit BAC, où se trouve placé lepoint E ; 

Puis par les deux lignes D"F" et DF"" , menées 

dans les angles CAB et BAC", adjacens à l'angle BAC. 


 Iln’est pas difficile de voir que les solutions de l'angle 
BAC peuvent devenirimpossibles, lorsque la grandeur m 
| est au-dessous d’une certaine limite qui dépendde la posi- 
| tion du point E, à l’égarddesdroites AB et AC, mais que 
les deux autres solutions seront toujours réelles; car les 
lignes F*D" et F""D"", peuvent passer par le point À, 
ce qui les rendrait nulles, ou devenir parallèles , l’une 
à AB, l’autre à AC, et par conséquent infinies. 


a 


17 © 


Il n'est pas moins évident que la questionse simpli- 
ferait, sans perdre aucune de ses solutions, sion pre- 


108 APPLICATION DE L'ALGEBRE 
nait le point Æ à égale distance des droites 4C et 4B% 
car il suffirait alors de connaître une de celles de l’ ani 
BAC et une des deux autres, pour les obtenir toutes ! 
les quatre. 


Si on savait mener D’F”, par exemple, on en conclu. 
rait D°F", en prenant 4F"— AD", à cause que le point 
E serait semblable et placé à l’ égard des deux droites 
AC et AB; eton déduirait, par la même raison si 
D'"F"" de D'F", en Brénant ARE ADI. ÿ 


D'après cette remarque, je ferai GE— HE, oua—b; 
et l'équation proposée deviendra "4 


Yf— 20aÿ°+ 24°y°— m° (y°— 2ayE+ a) — 0... (2}s 
On ne voit pas encore comment cette équation peut | 
être résolue plus facilement que la précédente; maisla 
relation observée ci-dessus, entre les diverses solutions} 
va mettre la chose en Be % | 
Les triangles D'AF'et D'AF", D'AF" et D'"AF"M 
étant égaux, il s'ensuit que les Ait D'F'A et DFA 
D'F"A et DEF" A, sont complémens l’un de l’autre | 
et que par conséquent, dès que l’on connaîtra les angles, 
D'F'A,D"F"A, on aura les deux autres, et toutes les 
solutions de la question seront connues. Mais puisqu'on. 
n'a de cette manière que deux solutions à trouver immé# 
diatement , il estavantageux de déterminer l'angleque la. 
droite PAT entre les lignes 4B et 4C, dois faire | 
. avec l’une de ces lignes avec "AB , par eenols 4 | 


En prenant pour inconnuela tangente de cet Arigle, le. 
triangle D'EG montre que . ï 


1)": 4 — 7 des Do de OP AE d 
tang D Pate a FREE 
Si on fait 5, on aura 


Y=dæ+a, 


Pas _ 
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wtsubstituant cette valeur dans l'équation (a) , il vien- 
Ara , après les réductions , 
oz + 9/23 (ouf — am°)z° + aaz Lat= 0 
ÿ ñ 3 1 (2@—m) is 
un z°+2z one à + 22 +1=0o. (3) 
: La 


Il est maintenant visible que si la quantité z’ satisfait 


AG 

+ D? . CRE À 1 . . 
’ette équation, la quantité AT satisfera pareille- 
nent (*) ; et en l’écrivant ainsi : 


m? 
24 22° 22° + 93 1 = mr 2 } 


bn reconnaît sans peine qu'en ajoutant z° à chaque 
membre , le premier devient un quarré parfait, 

zfb 025 07% oz Li tr (2h21): 
m a donc 


G+z+ 1)? = +2, 


2? 2 #1 = 1, 
# qui revient à 
a m°+ a° 
2 + LAÈR CRE MAR 
Cette équation doit être Rs comme équivalente à 


deux équations du second degré, à cause des deux 
formes dont le coefficient de son second terme est 


À 7° 


(”) Cette équation est de celles qu’on nomme re On 
trouve dans le Complément des Elémens d’ Algèbre, la manière 
de les abaisser autant qu’il est possible ; et par la transformation 
indiquée à cet effet, la proposée se réduit sur-le-champ au second 
degré. . 
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| susceptible ; et faisant, pour abréger ,j/m°+ a = 1, 
elle donne successivement | 


a—n 
z° + Z+1=0, 


GR © 4 
Hrsil = O0) | 


/ 


2° + 


Si on désigne panz’, 2°, les deux racines de da pre | 
mière ,et parz”, 2", cars de la seconde, on aura, en. 
vertu du dernier terme égal à l'unité, 


Lin FL RACE 
AC DUR ol 


et comme z exprime latangented’un angle, prise pouË 
un rayon — 1 ,ils’ensuit que les valeurs z” et z” appar* 
tiennent à deux angles complémens l’un de l’autre, et 
qu’il en est de même de z“etz"” (9), conformément à ce 
qui a été remarqué, page 108. 


En résolvant les équations ci-dessus , il vient par là 
première , 
a — 11 


1 A 
Z=— re V’(a— n)"— 4a°, 


24 


par la deuxième , 


pra VCa+ n)°— 4a'; 


mais 


Va — nn} — a — V/(n+a) (a—53a), 
VQ Han) — 48 = Va) (R+50); 


et puisque 7 — V/m° + a? surpasse nécessair ement a, 
on voit que les deux dernières valeurs de z seront 
toujours réelles ,tandis que les deux premièresdevien= 
dront imaginaires , lorsqu'on aura n << 3a. 


ty 


Avant de parvenir à ce terme, les mêmes yaleurë 


dé ä + a L 0 « hp 
- L ; 4 » 
, j 
| 4 
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éndront égales si n — 3a » C'est-à-dire si 


V/m° + & —3a; et faisant évanouir les radicaux , 
il vient 


| mt a ga" ; 
d'où 
| m'—8a"; ou ‘m— V/ 8a° — 9aÿ/2, 
ce qui prouve qu'onne pourra mener dans l’angle BAC, 
hpar le point Æ, aucune droite moindre que 2a ÿ/2. 


: 


» La quantité n étant alors V4 8a+a— 3a, Jles 
deux premières valeurs de z deviennent égales à 1, 


et les deux autres sont — 2 + 3. Il suit de là 
| que les deux lignes D’F” et D'F" se confondent, en 
faisant avec 4B un BABIE de of,5. 


Dans le cas général, si l’on fait 


» 


V/(a—n)— La — Vi +a) Ca —3a) =p 
VG@+n) 4e = V(n—a) (n+ Sa) =, 


\ À viendra, pour les quatre valeurs de z 


\ 


2 


’ PR D ” di An + p 
FA LT ee Rrer-oaomRameent À. En ns , 
2€ 2€ 
«a pt PAS = 11 
| Z— — d + se À z'"— + 9 F 
24a 2a 


ua 


Connaissant les tangentesz”, z”, z”,z"", on en con- 
slura les valeurs de y, au moyen de l'équation 


Fe az + a ( page 108 ). 


Ces valeurs seront respectivement 
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AD MEN REP ne __a+n+p à 
ra { Lo}, nt. 15) 

ADP PPRRRENE cn D. VIE 
de, 2 Fa 2 


AD" = — TEEN JS Re Ar Eg 


2 2 


ap _ a+n+g ApeRE d—n—q 
TE 2 ae 2 


Elles se construiront aisément ; car la quantité n es£ 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont | 
aetm, les lignes p et. q,s’obtiennent aussi par le# 


triangles rectangles (69), ou par les moyennes pro 


ï 


| 


portionnelles (70) ; et lorsqu'on aura les longueurs“ 


des quatre droites ci-dessus, les points D’, D", D"Y 
D", seront donnés (*). « 1 


79. Au lieu de prendre pour inconnue l'angle ques 


doit faire avec 4B, la droite demandée , On eût pus 


chercher à déterminer la distance entre le point donné 


E et le point À, milieu de la ligne D'F", pour en con 


clure D'E. En faisant EX = x, et posant, pour abréger, 


4 | 
FU =DK=—— l, on aurait eu 


D'E=D'K+EK=l+x, F'E=FK—EK= 15 N 


F'H=V ER ER — V (x) —#; 


et les triangles semblables D'GE, EHF' auraients 
F 


Si on compare l'analyse que je viens de faire des diverses 


circonstances de Ja question ci-dessus, avec celle que l’on trouve 


dans l’Algèbre de Bezout (3e vol. du Cours à l'usage de la marine, 
édition de 1781, pag. 334 ), oh verra coïnbien cette dernière est k 
incomplète et fautive ; elle n'indique que les deux solutions TEPrÉ= 


sentées par les lignes D'Æ' et D'F#Y. 
LA 
donné 
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donné % | 
| D'E:EG::EF': FH, 

£é qui revient à 

2 lHziaitl=x: V(I—x}) —a, 
d'où on aurait déduit l'équation 

M 0 OLD Var, 


…L: 


qui, par l'élévation au quarré et le développement, 
erait devenue L2 | 


at — (2/4 0@ je LH —0o@l— 0; 
# pouvant la résoudre comme celle du second degré, 
mn en aurait tiré d'abord 


2 RARE ER QE mer 

uis à 

HV Patate lt —+VP EE Va LLE, 
xpressions faciles à construire, d’après ce qu’on a vu 

ans les numéros 69 et 7o. 


Cette solution , bien remarquable par son élégance , 
it tirée de l’Arithmétique universelle : Newton l'a 
onnée pour montrer comment un heureux choix d’in- 
annues simplifie la solution d’un problème. Celui qu’il 
fait, dans la question qui m'occupe, lui a sans doute 
& suggéré par la considération.que la distance EX ne 
zut avoir que deux grandeurs différentes, l’une relative 
ax deux solutions D’F" et D'F", et l’autre aux solu- 
ons D"F"et D°"F"";,-et que par conséquent ses quatre 
leurs doivent, abstraction faite du signe, étre 
sales deux à deux. Je conclurai de là que, pour 
déterminer dans le choix de l’inconnue , il faut cher 
er celle qui, dansles diverses circonstances que peut 
frir la question, subit le moins de changemens, 
Trigonométrie. 6° édition. 8 
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80. Le petit nombre de questions résolues précédem= 
ment, suffit pour montrer comment l’Algèbre peut s’ap-| 
pliquer à la solution des problèmes. On a dû reconnaître 
par cesexemples,queles circonstances relatives à la situa- 
tion des lignes, peuvent toujours être déduites de la con- 
sidération des triangles, et, moyennant les propriétés dé 
ces figures, s'exprimer D nent L'art de former. 
les triangles dont il s'agit , et qui résultent , soit expli\ 
éitement, soitimplicitement, des conditions du problème 
proposé, ne peut, comme lagacilité de mettre en équa=h 
tion les problèmesnumériques, s AUTRE que par l'ha-. 


bitude (*). 


Les diverses expressions construites dans ce qui pré 
cède , ne se rapportent qu'à des lignes, parce que les 
problèmes qui les ontamenées n'ont pour but que des'dé- | 
terminations de lignes, et c’est ce qui arrive le plus soue/ 
vent, puisque la détermination des figures se réduit tous 
jours àcelle de leurs dimensions. Cependantil peutse pré: 
senter quelque cas où l’on cherche immédiatement une 
aire ou un volume; l'expression à laquelle on arrive doit, 
si elle est homogène , avoir dans le premier cas à chaque 
terme desonnumérateur, deux facteurs de plus qu’à ceux! 
de son dénominateur , et trois dans le second cas. | 


| 


; .  ab?c—ad+df d 
Par exemple, l'expression GRO RER peut dés! 

c° + ad, | 
$ 4 … db d | 
signer une aire, et l'expression ——— un VO= 


at + b+ 


(*) L'Arithmétique universelle de Nesvton contient une cok 
lection de problèmes, aussi précieuse par l’élégance des solutions! 
que par la variété des’ énoncés ; la Géométrie de position , par 
M. Carnot , en renferme de trèsäntéressans, et qui conduisent à des, 
propriétés de l’étendue très-remarquables. La lecture de ces ouvrages; 
et de ceux de Thomas Simpson, sera très-utile aux personnes qui | 


voudront s'exercer à la résolution des questions, 


A LA GÉOMÉTRIE. 115 
wme. Dans l'expression finale du n° 65, la lettre 
nne doit point comptér, parce qu'elle exprime un 
‘apport et non pas une ligne. 

Construire ces expressions, c'est faire un rectangle dont 

aire soit équivalente à la première, et un parallélépi- 

sède rectangle dont le volume soit équivalent à la se- 

sonde; et pour cela on préparé, par l’artifice analytique 

jun° 68, la première formule, de manière qu’elle seré- 

luise à un produit de deux facteurs, la seconde, de ma- 

ère qu'elle devienne un produit de trois facteurs. 

| En effet, sion prend 

ln abc=mk, ad=mk#,  di—mk", 

°c — mk"! ad = mk"", | 

l quantité m demeurera arbitraire , les quantités , 

, k°,Rk°,k", k°!, se détermineront par les lignes pro- 

ortionnélles, et on aura 

| ab°c — ad + di DR — mSkL msk" 
Had Mk" — mk*" 

MERE HR) 47 Mk k +R") 


f 


‘sultat qui peut êtreregardé comme l’airé d’un rectan gle 
ont la base serait m , etdont la hauteur serait la ligne 
“présentée par la formule 


| | mm (k—k LR") 
p [ARE ERA 

*Puisqu’on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
a peut la faire égale à l’uné des quantités employées 
ans l'expression à construire, ou bien à l'unité, si 
on en a choisi une, L'exemple ci-dessus se simplifie 
irsqu'’on prend m = a ; il vient alors 


D Beat, JR Hi ak, 
sak"s" d=k", 


0 


À 


8., 


APPLICATION DE L'ALGÈBRE | 


|! 

V ab?c—- ad + dt. a (k—d+ k°) 4 
M Had Ÿ a(k'+d) { 
se a( k—d+k") Y 

= 2 XIE RAR 1 


Ce procédé s'applique facilement à la seconde express 
sion proposée ” 


a+ bic — d | 

MH 4 

En prenant tout de suite a au lieu de Ja quantité ar 
bitraire m, on fera à 


bc— ak, d=æck, bf—ak", € 


etil viendra : . NW? 
a + b°c? — d’ de. a + afk —$} L: 
Tiat Ab RE ak" & 
aÿ(a + hk— k7 a(a+k— 87 : 
SE CR A er A 


La dernière formule peut être évidemment prise pour le 
volume du parallélépipède rectangle dont la base est le 
quärré construit sur la ligne a, et dont la hauteur est 
la ligne représentée par la formule 
a (a+ k— k°) " 
FrahRhtiin 4 
81. L’Algèbre sert non-seulementà trouver la grans 
deur des lignes et des parties de l'étendue, comparées les 
unes aux autres , mais elle fournit encore le moyen de 
déterminer les figures qu’alfectent ces lignes, et en gé- 
néral les formes de l’espace. Descartes, en remarquantlé 
premier, que ces figures et ces formes établissent des res 
lations dé grandeur entre des droites, est parvenu à ap= 
pliquer l’Algèbre à la théorie des lignes en général ; et 
par ee. découverte , les Mathématiques ont entières 
ment changé de face. 


| 


/ 
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. Si l’on conçoit, par exemple , que de tous Îes points 


d'une ligne quelconque DE, fig. 84, on ait abaissé Fig. 34 


\des perpendiculaires PM, P'M, P'M", etc., surune 
ligne droite 4B, donnée de position, et qu'à partir d’un 
point À pris à volonté sur cette ligne , on ait mesuré les 
distances 4P, AP', AP", etc., chacune de cesdistances, 
let la perpendiculaire qui lui correspond , seront liées 
entre elles de manière que l’une se conclura nécessaire 
ment de l’autre. En effet, quand la grandeur de 4P 
sera fixée, la rencontre de lacourbe DE avec la perpen- 
diculaire élevée par le point P,sur la ligne 4B, donnera 
Ja grandeur de PM; etquand on aura cette grandeur , 
Ique je supposerai représentée par ab, on obtiendra 
AP en prenant sur AC , perpendiculaire à 4B, une 
partie 4Q=—ab, et en menant ensuite la droite 
QM parallèle à AB, qui rencontrera la ligne DE 
dans un point M, pour lequel on aura nécessairement 
PM—=ab. 

“Rien n'empêche d'imaginer que les lignes 4P, PM, 
soient rapportées à uneligne commune prise pour unité, 
jet que, sous ce point de vue, elles ne soient représentées 
par desnombresou par des lettres. Si la relation qui est 
‘entre AP et PM, entre AP'et PM, etc.peut être ex- 
primée par une équation algébrique, cette équation Ca- 
ractérisera la ligne DE, et pourra en faire connaître suc- 
cessivement tous les points; c'est ce qu'on ya voir sur 
deux exemples très-simpleë. ; 


menée par le point À; toutes les perpendiculaires PA, 
PM, P'M',etc., abaissées de chacun de ses points sur 
laligne 42, détermineront une suite de triangles APM, 
LAP'M', AP"M", etc., tous semblables entre eux, etqui 
donneront 


| | 
| AP;PM::AP':P'M':: 4P";P°"M, etc: 


té | 
| 82. Je prends pour le premier la droite 4E , fig. 85, Fig. 36. 
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ou ce qui revient au même, 

PM _PM _P'M' 

AP APT apr: 


‘s 


La relation de toutes les distances 4P aux perpend | 
culaires PM est ici bien facile à saisir ; elle consiste dar 
le rapport constant que chacune dés premières a ave 
celle des secondesqui lui correspond; et si l’on désign 
ce rapport par & , on aura | 


PM—aXAP, P'M=—aX AP", P'M'=aX AP", di) 


Toutes ces équations, qui semblent particulières 
chaque point de la droite 4Æ, peuvent être compris 
dans une seule , en désignant té distance du pied de 
Hérpolicutsire au point 4, quelle qu elle soit, par 2 
et en représentant la DéPSSAHA Tree eltésinême par y 
car on aura alors y =ax. Cette équation, qui renferm 
deux inconnues, x, y; ne peut donner la valeur qu' 
d’une seule, etcela après que l’ona fixé arbitrairement 
valeur de l’autre : lorsqu'on assigne à x une valeur quél- 
conque AP, y prend la valeur correspondante PM. | 
l'on a, par exemple, a—;, on trouve PM=?:} AP 
c’est-à-dire qu’en prenant PM, égale à la moitié de 4P! 
le point M est sur la droite ZE , et non ailleurs. 

La ligne ZE ne se termine pas brusquement au poin 
A;on dés pour embrasser toute son étendue, la con: 
cevoir prolongée en 4E”, au-dessous de la Font AB, e 
à gauche de la ligne 4C. Cette dernière partie est con 
prise aussi dans l équation y —ax : car on peut donne! 
à æ, dans cette équation , des valeurs négatives, et cet 
valeurs ex primantles distances à la ligne 4C, doivent être 
prises du côté opposé à celui où l’on a porté les valeur: 
positives (76) : elles donneront donc des points tels que p; 
placés en arrière du point 4. Mais les valeurs corres: 
pondantes de » étant aussi négatives, doivent être prises 
du côté opposé celui oùl'ona portéles valeurs positives 


nr 


! 
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c'est-à-dire au-dessous de 42 ,comme pm; et il est visible | 
d'ailleurs que , si 4p est prise égale à AP, pmsera pa- 
reillement égale à PM:on tombera donc de cette manière 
sur les points du prolongement 4£” de ladroite 4E. 
! 83. Je considère en second lieu le cercle décrit du 
Ipoint 4, fig. 36 , comme centre, et d’un rayon égal à Fig. 364 
Ja ligne 4D. Ce qui nt 2 les points de Ja circon- 
férence des autres point®@u plan, c’est d’être tous à une 
distance du centre 4 qui soitégale au rayon Æ4D ; et par 
lgonséquent quelque part que l’on prenne le point A sur 
cette courbe, les droites 4P et PM seront les côtés d’un 
triangle rectangle , dont l'hypoténuse 4M sera égale à 
1#4D. En faisant donc 
| ME =, PM=y, AD =r; 
L'on aura | 
L LPFY=T, 
let ontirera de là | 
| y=Vr—, 
équation au moyen de laquelle, en se donnant x ou 4P, 
on aura, par le secours du calcul, et sans qu'il soit be- 
soin de construire la figure, y ou PM, ou du moins le 
‘rapport de cette ligne avec le rayon. En prenant, par 
exemple , x —3r , il viendra 
; 2 V2 


j. 3=Vr—- 3e VirerXx SEL 
| 


. 
| : AT 
| © On concevra sans peine que l’on peut déduire de 
, Ja même expression, les lignes PAZ pour tous les points 


de la ligne 4B , compris entre 4 et D. L'équation 
| , Vr— x* prouve aussi bien que Ja description 


1 géométrique de la circonférence du cercle, que cette 
: courbe ne doit pas s’étendre au-delà du point D; car 
\ pour prendre le point P au-delà de celui-ci, il faudrait 
} supposer x > AD, ou >r, et dans ce cas, la valeur 
* de y deviéndrait imaginaire. 


| 
| 


+ 
2 


Fig. 34. 
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Quoique je n'aye considéré que le quadrans DFÆ4 
les trois autres, qui complètent la circonférence , sont 
compris dans l'équation x? + y?—7*; car l’ordonnée y 
ayant, pour une même valeur de x, deux valeurs, savoirs 


un V7 — x et — Vr—x, 1 
la seconde doit étre portée di côté opposé à la pre-| 


mière (76) , et fournit par conséquent tous les points dt} 
quadrans DE”. Mais on peut aussi donner à x des va#l 
leurs négatives qui doiventse porter de À en D’, puisquis 
les valeurs positives ont été portées de 4 en D; et à 


’ L 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs de y! 


_— 


la valeur positivedonnera les points du quadrans D’E: et 
P ( q , €& 


la valeur négative les points du quadrans D'E". à 
84. Quoiqu'on netire des équations 
VUE, Ya hr — 28 


que des valeurs appartenant à des points toujours dis*| 
joints , néanmoins la continuité qui résulte de ladescrip=. 
tion de la ligne droite et du cercle, représentés respec* 
tivement par ces équations, n’est point violée : parce 
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux. 
points aussi voisins l’un de l’autre qu’on voudra, puis- | 
qu'il suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs | 
consécutives presque égales, et que rien ne limite la pe= 
titesse de la différence qu’on peut mettre entre elles. « 


835. Cette manière de représenter le cours des lignes 
c'est-à-dire les circonstances de leur forme et de leur. 
situation, en les rapportant à une droite, par des perpen*" 
diculaires, méritela plus grande attention; on voit qu’elle 
revient à déterminer la position d’un point quelconque LA 
par le moyen de sa distance à deux droites 4B et AC 
perpendiculaires entre elles. Le point M, fig: 34, est en 
effet déterminé lorsqu'on a les distances AP et 4Q% 
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puisqu'il se trouve à l'intersection deslignes PM et OM, 


"menées par les points P et C paralltietient aux droites 
AB et AC. 


Les lignes 4P et 4Q , ou leurs égales, OM et PM, 

se nomment des oran. On se sert ordinairement 
\dü mot abscisse pour désigner celle qu’on suppose con- 
nue ; et l'on donne à l’autre le nom d’ordonnée. Ainsi, 
‘dans les exemples précédens , où j'ai toujours exprimé 
les lignes PM par leslignes 4P, PM était l'ordonnée, 
et AP l’abscisse. Les lignes 4B et AC, qui déterminent 
Ma direction des cordnhnées , se nomment les axes dès 

coordonnées. 


Il faut bien observerque pour les points situés sur la 
Higne 48, ladistance AQ ou PM est nulle, et que par 
“conséquent, sion la représente par y, on a pour tous ces 

points, y —0o; par lamême raison, on a QWMou AP, 
OuUx—0O, pour tous ceux qui sont Glaces sur l'axe AC: 
et enfin au point 4 ,qu'onnomme l'origine des coordon- 
nées , on a en même temps 


T—=O,  Y—0. 


PE ne donnant que les valeurs absolues de l'abscisse 
AP etde l'ordonnée PM, le point W reste encore indé- 
terminé à quelques égards; car on ne connaît alors que 
les distances de ce point #8 droites ‘indéfinies BB" et 
| CC", fig. 37 ; et en conservant ces mêmes distances , 1l Fig. 3 
pourrait setrouver indifféremment dans l’un quelconque 

des quatre angles droits BAC, B'AC, B'AC', BAC'; 
mais les combinaisons ges signes affectés aux coordon- 
rnées 4P et PM, font connaître dans lequel de ces angles 
se trouve le point proposé. En effet, étant convenu 
Inde donner le signe + aux parties de la ligne 4B, en 
mallant de À vers B, le signe — sera celui qu'il faudra 
massigner aux parties de 42, en allant de 4 vers B”. De 
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même , si l'on a donné le signe + aux parties de 4C 
en allant de À versC , les parties de 4C en allant de À | 
vers €”, seront nécessairement affectées du signe —, 
Cela posé, on aura 1 


ET RÉ 


+ 4P ou + æ, 
BAC, TT D y 


f — AP — x 

pour le point J PRES + PM + y 
de l'angle 4 HR NES — 
— PM — 

BAUME. NE AP TA 


— PM "250 


Le choix des lignes 4B et 4C, perpendiculaires entre 
elles, n’est pas le seul qu’on puisse faire pour détermine 
sur un planla position d’un système quelconque de pointss 
toute combinaison de lignes capable de fixer la position 
d'un point , ses distances à deux points donnés , par 
exemple, serait également propre à cet usage ; mais dans. 
Je plus grand nombre de cas, les coordonnées perpen+ 
diculaires sont celles dont Ponant présente le plus de 
facilité ; et on verra plus loin plusieurs exemples de la 
Mabitre dont on passe de ces coordonnées à diverses 
manières d'assigner sur un plan la position des points. 


86. L'équation qui exprime les relations entre les 4P4 
et les PM, pour une ligne donnée , s'appelle l’équatiom 
de cette ligne , et celle-ci se nomme à son tourle Ze 
de l'équation qui lui appartient. 


Il est visible que toute questiog géométrique indéter= 
minée , renfermant deux inconnues , conduit à un, leu 
géométrique. S'il s'agissait, par sr , de former 
tous les triangles rectangles que l’on peut construire sur 
une hypoténuse donnée a , en nommant x et y les côtés 
de l’angle droit de ce triangle, l'équation du problème se= 


| rait a+ y°— a;etonsatisferait à laquestion en décri- 
Myant sur un rayon égal à a un quart de cercle, et en abais- 
. sant de tous les points de ce quart de cercle des perpen- 
| diculaires sur son rayon : le quart de cercle serait le /iew 
| de tous les sommets de l’un des angles aigus de ces 
triangles. 


L’équation d’une courbe s'obtient toujours en expri- 
mant analytiquement, ou l’une quelconque de ses pro 
. priétés , comme en l’a fait pour la ligne droite , ou les 

circonstances de sa description, ainsi qu'on en a usé 
« à l'égard du cercle. Réciproquement , une équation 
quelconque, considérée en elle-mème, donne aussi nais- 
sance à une courbe dont elle fait connaître les propriétés. 
Ce dernier point de vue étant le plus général et le plus 
| fécond , c’est désormais de la considération des équa- 
tions que je déduirai les lignes. 


| 
{ 
& 
| 


| 87. De toutes les équations à deux indéterminées, la 
plus simple est celledu premier degré ; et elle appartient 
à la ligne droite, la plussimplede toutes les lignes. Cette 
équation peut êtrereprésentée par Cy = 4x + B; mais 
| en ladivisant par C, elle ne perdra rien desa généralité, 


| et deviendra y — Lx Pre Ou y — ax dr ben faisant 
t 


HÉPAL RS £ je l'emploierai 
pr ET : c estsous cette Logmeque]je 1 EMPIOIETAL 


, désormais. 
Supposant d'abord que bsoit nul, on aura 


Jeux, T= a;- 


port de PM à AP, fig. 55, sera constant. Cette pro- 
L priété, qui n’est que l'expressiôn de la similitude des 


triangles APM, AP'M' etc. , et de laquelle il résulte que 


— 
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| c’est-à-dire que dans toutel’étendue deladroite, le rap= Fig. 35, 
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PM PM | LR 
7P = DTA etc., quelque part qu'on prenne les points 


P,P', etc., sur la ligne 4B, ne peut appartenir qu'à 
la ligne droite 4E, menée par le point 4, origines 
des coordonnées. | à 


‘ 


Le rapport + , Ou le coefficient a , dépend de l'angle“ 


. que fait la droite 4E avec l’axe des abscisses 4B ; mais" 
dans le triangle 4PM, que je suppose rectangle enx 
P, le rapport de PM à AP est égal à la tangente den 
l'angle PAM (30) : a représente donc la tangente de 
cet angle. À 


l 


En considérant l'équation y — ax + b, on voit ques 
la nouvelle ordonnéey ne diffère delapremière, Y=uxI 
qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b; d’où il suit 
que si on prend 4D — b , et qu'on mène la ligne DFpa-n 
rallèle à 4Æ , elle sera le lieu de l'équation y—ax+b 
puisqu'on aura | 


PN =PM + MN =PM + AD, 
P'N'= PM +MN —=PM + AD, etc. 
et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le 
même pour toutes les droites parallèles à, 4Æ. pt 
Il'est aisé de voir querien, dans l'équation y—ax+b,4 
ne limite les valeurs que l’on pent donner à x, et que par 
conséquent celles de y deviendront aussi grandes qu'on 
voudra ; mais en même temps, rien ne bornantle cours. 
de la ligne DF dans l’espace indéfini ZAC, on trouvera 
toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeursde y etde x, quisatisferont 
à l’équation proposée. + 
Faisant 5— 0, onauray —b, et cette valeur ap- 
partiendra au point D, oùladroite DF rencontre l’axe 
AC des ordonnées. Lorsque x seranégatif, on trouvera 


lé 
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y=—ar +6, 
\etax étant moindre que b, y sera encore positif, mais 
limoindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF 
Mitre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
Mans la partie DEF", correspondante à des abscisses Æ4p, 
Msituées du côté opposé aux abscisses 4P, que j'avais 
choisies pour représenter les valeurs positives de x; 
c'est donc de ce côté qu'il faut prendre les valeurs né- 
gatives de x. 


- Pourtrouverla valeur de x, quirépond au point foù la 
ligne DFrencontre l'axe A Ples-abscisses , il faut faire 
y—0o, ce qui donne 

ax +b—o, et x——-— Af. 


a 
Lorsque x, restant toujours négatif, sera devenu plus 


RE Er “ . Slnèé 
grand que Ja quantité D) lui-même deviendra négatif ; 


| mais au-delà du point f la ligne DF'se trouve au-dessous 
de la ligne 4B ; l'ordonnée p'n" tombera donc d’un côté 
| opposé à celui où elle était située d’abord, et par consé- 
| quent les valeurs négatives de y doivent, se porter d'un 
côté dela ligne 4P, opposé à celui qu'on a adopté pour 
les valeurs positives. 

Ces remarques, qui confirment ce qui a été dit dans 
| Jen°76, ne sont pas particulières à la ligne droite. On 
| ne saurait y faire trop d'attention; car c'est de l'usage 
| des quantités négatives dans les figures, que dépéndent, 
| en grande partie , les diverses formes qu'affectent les 
| lignes courbes. : 
L'équation y —ax+bne renfermant que deux cons- 
| tantes, et b, dont la valeurparticularise la droite qu'on: 
considère, en la distinguant de toute autre, ils’ensuit 
que deux conditions sufhisent pour déterminer cette 
droite. Celles qui s'offrent les premières, sont de l'assu-- 


[l 
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jétir à passer par deux points donnés, ou bien à être pa! 
rallèle ou perpendiculaire à une autre droite donnée, eb 
à passer en outre par un point donné. On aura besoin, 

dans la suite de connaître la forme que prend l'équation” 
y—=ax+b, pour satisfaire à ces diverses conditions ÿ 
c'est pourquoi je vais les examiner chacune en par-* 
ticulier. 

88. Si on cherche l'équation de la ligne droite qu 
passe par deux points, dont les abscisses soient & et 4’, 
et les ordonnées B et £',on mettra successivement « et «’ 
à la place de x, B et £' à cêlle de y , et on aura , pour! 
déterminer a et b, les deux équations 


B= aa +b Le Ês 
dont on tirera TN 
Ba" + b PERS 
et il en résultera 
Pen Qt Ar 


pour l'équation de la droite cherchée. 


+ On peut donner à ce résultat une forme pluss sigple; | 
car si on retranche del CRÉAS — ax “+ b, lune des 
deux équations ci-dessus, la première , par CRT 

& disparaîtra , et il RL 


y—8=a(x— à): 
cette dernière équation sera celle d’une droite assujétie 
à passer par le point dont lés coordonnées sont æ ét 8, et 
Faisant d’ailleurs avec l'axe 4B un angle quelconque : en 


y mettant, au lieu dé a, la valeur trouvée précédem- 
ment , On aura 


PR — 
y—68— ms 


= — «). 


La distance des points proposés, ou la partie qu'ils 


4 
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interceptent sur la droite cherchée , aura pour expres- 
Sion 
VC — 2) +(8—8): 
cela se voit évidemment , en supposant que Net N’ re- 
présentent ces points; car leur GIrAñe NN" étantl’hy- 
Dre du VERS rectangle NAN", il s'ensuit que 

NN —NR+ NR= (AP'— AP) + (P'N— PNY. 
89. Pour obtenir l'équation de la ligne droite qui Pa 
serait par le point dont les coordonnées sont z etB, 
qui serait parallèle à la ligne représentée par dauation 
R=—a fx + b',il suffira de substituer a” au lieu de a dans 
lé équation y—1—a(x—2), qui satisfait déjà à la pre- 
mière condition, puisque , d'après le n° 87, le coefficient 
de x estle même dans les équations des lignes droites 
parallèles entre elles; on aura donc pour celle qu'on 
cherche 
y—B—=a (x— a). 


go. Enfin, si 4E et AI , fig. 38, sont deux droites fig. 38. 


berpeidiculaires entre elles, passant par l'origine À, 
at que sur l’abscisse 4P , on élève les ordonrées PM 
st PM, on trouve, en comparant les triangles 4PM 
at APM", que le rapport de 4P à PM est inverse du 
rapport de 4P à PM; ensorte que si a est le coeflicient 
de x dans l'équation de 4Æ (87), ce coeflicient sera 


(LE ° / 
a dans celle de AI. Maïs les ordonnées de cette der- 


aière , tombant au-dessous de 48 doivent, par le n° 76, 
être affectées du signe — : leséquations des droites 4E 
st 41 seront donc 
1 
YA, y=—-x (*). 


| (4 


(*) On parvient aussi à ce résultat sans s'appuyer sur le n°,96 ; 


ar l'inclinaison des deux droites 421 et AM, fi5.30, passant” 


Li 


| 
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RS PUR Considérant ensuite les droites DF' et GA, respect: 
vement parallèles aux ‘droites AE et AI, et par con: 
séquent perpendiculaires entre elles, on Rte Po 
leurs équations 


y—ax+b et Y=— 2x +0" (n° précéd.). | 


. . LA . 1 | 
Si la seconde doit passer par un point dont les cootf- 
données soient æ et B, son équation deviendra * 


1 
Y—É—=—-(x —a). 
& 2. | 
: g1. Deux lignes qui se coupent ont à leur point 
ER SE OS 0 | 
par l’origine , détermine la forme du triangle compris ‘entre les 
points Ma M", correspondans à la même ME AP , ei l’ori-) 
gine 4 , triangle dont les côtés sont faciles à calculer , par les équa 
tions LE ces droites , que je -suppose 
Y=ax, y aix. (y 


Eneffet, si 4P— x, ona PM—=ax, PM —ax, x 


MM'=PM— PM = ax — ax ; 
les triangles rectangles APM, APM, donnent 


» 


AM = AP+ PH x res “ : 
AM = AP + PM'= x2+ a"2x?; ; 4: 


et quand ces droites deviennent perpendiculaires entre elles, 18 
triangle A7 4 M” devient rectangle en 4; MM, qui en est alors. 
l'hypoténuse, doit panique à: Eee 


MM —AM+AM, 
que les valeurs ci-dessus changent en 
(äx — ax) = 2x2 + ax? + ax, 
Développée , réduite et divisée par 2x?, elle revient à — 40° = 1 F, 


C4 


Ë 1 # 
d’où l’on conclut a = — -, comme ci-dessus. 
a 


Il est bon d’observer que le signe — indique ici le changement. 
que doit subir la figure, quand l'angle #2 4 M" devient droit, cir- 
constance qui ne permet plus que les deux lignes 47 et AM 
soient du même côté de l’axe 4B,ainsi qu’on laval supposé d’abord 
l'algèbre opère donc sur la situation de ces lignes un redressement, 
analogue à celui qui a lieu par les biais négatives , dans les 
questions numériques. ( Voyez les Elémens d’Algèbre.) 

d’intersection: 
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d'intersection les mêmes coordonnées; ensorte quep 


trouver celles du point de rencontre des deux dro 
données par les équations 


Y—=ax +b, 

Y—=ax+ br", 
iln'y a qu'à supposer que les inconnues + et y ont la 
même valeur dans l’une et dans l’autre ‘6 
aura ainsi 


129 
our 
ites 


quation : on 


ax +b=a#x+}#, 


ce qui donnera 


b—#+Y &É d'b— ab 
ACC es VC FT Em a" 


On voit par ces valeurs que le point de concours est 
d’autant plus éloigné des axes 4B et 4 C,que la quantité 
a'— a est plus petite, et qu’enfin x et y deviennentinfinis, 
lorsque a —« , c’est-à-dire lorsque les droites proposées 
cessent de se rencontrer, ou sont parallèles. 

92. Il peut être utile de connaître la longueur de la 
perpendiculaire abaissée d’un point donné surune ligne 
donnée ; et on y parviendra en cherchant les différences 
entre les coordonnées de ce point et celles du point où 
la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpen- 
_diculaire. 
L'équation de la première étant 

Y—=ax+b, 


celle de la seconde sera 


Jÿ—8=—<{(x— 2), 


Ha et 8 désignent les coordonnées du point donné; mais 
on peut mettre l'équation y — ax + b sous la forme 
| Y—B—= ax +b— 6 — 8 + au, 

Jui revient à 


J—É—=A(L—a) += RL aa, 


Trigonométrie. 6° édition. 9 


Ka 


M 
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NUPRES 1 | 
et, jointe ày—6=—:(x—e), elle donnera 


* 


ur: | k 
__ a(B—aa—b) je LEA aa 
RAT 1-Rat Ÿ ‘r  1+ fl 
Substituant ces valeurs dans l'expression 4 1 
Va) +Cy—E) (68), 
on aura, pour la longueur de la perpendiculaire che 
chée, | PAL 


B—ax—b | 
1/1 Ha? Al 
8. Ce qui précède conduit à l'expression du sinus 


du cosinus et de la tangente de l'angle que formei 
entre elles deux droites données. Ssignt { ) 


y= ax + D" Y— a x+b", 
les équations des deux droites proposées ; il est évider 
que l'angle qu’elles font entre elles ne changerait po 
si on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement 
elles-mêmes jusqu’à ce qu’elles passassent par l’origitl 
des coordonnées ; et alors leurs équations se réduiraien 


Y—= 0?, y. a'x (87). # 

C'est dans cet état que je les considérerai et je 

Fig. 4o. représenterai par les lignes AM et AM, fig. K\ 
Ayant pris sur l'une d'elles un point #7”, dont { 
coordonnées soient désignées par & et &, la perpeïl 
diculaire AM" abaïssée de ce point sur l'autre ligr 


made «| 


AM, sera exprimée par ———— , à cause de D _ 

V’ 1 pe | 
(92) ; mais si l’on fait AM’ —r, les coordonnées d 
point 4 étant nulles, on aura | 


a? + RE 7; 
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et parce que le point A’ est sur la ligne 4#M', dont 
l'équation est y—a'x, il s'ensuivra 8 — au. Cette 
‘équation combinée ayec la précédente, donnera 


/ 
r ar 
D ——_—_—_——), b'=— = ; 
| Vi1+a? V'1+ a? 


substituant ces valeurs dans celles de la perpendiculaire, 
on trouvera 

| r(a'—a) 

Vi+aæ vi+a’ 

et si l’on donne à la perpendiculaire AM” le nom de 
sinus, qu'on lui a assigné dans la trigonométrie, on 
aura 
r(a' — a) 
D aRtee Dato | 
Vi+a Vi +uar 


en prenant 7 pour rayon, 


sin MAM' — 


Si on retranchede r° le quarré de cette expression, on 


aura celle de AM, ou du quarré du cosinus de l'angle 

MAM', savoir : 

les id (cos MAM') — 

(ia) (140%) (a 0) r(1-+2aa"+aa"°) 
QG) D Trop Te ? 


2t prenant la racine quarrée, il viendra 


| 

| 

| Co MAM = RUE he “ 
oo VG+a)G+e) 


5 


L 


enfin, faisant r— 1, on tirera de ces deux expressions, 


sin MAM Q— a 
cos MAM' 1 + ax° 


tang MAM — 


_ J'aurais pu déduire immédiatement cette dernière 
valeur de la formule 


Fig. 36. 
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tangp Etangq , 
1 tangp tangq”? 
rapportée dans le tableau de la page 30, puisque l’angle 
MAM! est la différence des angles BAM et BAM , et 
que par conséquent , si l'on désigne ces derniers par P 
et g, on aura 


ü 


tang (p E q) = 


a —a 
tangp—a, tangq—a, et tan —])=—— 
BP, Nage 6P— 9) TR 
comme ci-dessus; mais cette formule repose sur celles, 
du numéro 11, obtenues par le moyen d’une construc-| 
tion, et je me suis proposé de tirer des seules équations 
des Lane tout ce qui est nécessaire pour l'apphcatil 


de l’algèbre à la géométrie. 


94. L’équation du cercle obtenue dans le n° 83, n’est| 
que particulière, parce qu'on. a donné au centre une 
situation déterminée , en le mettant à l'origine des coor-| 
données. Pour céneraliser l'équation de cette courbe, 
il faudra avoir l'équation du cercle DED'E, fig. 56, 
en prenant pour origine des coordonnées je point pa 
placé d’une manière quelconque par rapport au centre 45! 
et pour cela, il suffira d'écrire analytiquement que la. 
distance de ce centre à chacun des points de la circon=! 
férence, est égale à r. Or si l’on désigne par p et q, les 
lignes 4”4' et 4'A, qui seront alors les coordonnées du: 
centre 4, par rapport aux axes 4"B’et 4”C",et que l'on. 


fasse 4"Q — x, QM—=y, on aura (88) 
AM=r= VG— PP + CG —6), 
d'où on tirera, en quarrant les deux membres et en dé- 


veloppants 
ne SET à POELE Manu 


Cette dernière équation est la plus générale que l'on | 
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puisse obtenir pour le cercle, en le rapportant à des coor. 
données rectangles : elle ne peut être particularisée que 
Par la détermination des trois quantités constantesp, q 
etr, dont les deux premières fixent la position du centre, 
‘et la troisième représente le rayon. Il suit de là qu'il faut 
trois conditions pour déterminer la position et la gran 
deur d’un cercle; et c’est aussi ce qu’on à yu dans les 
Elémens de Géométrie. 

Si on voulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient ; 
Lu 
bn mettrait &, #’, #" à la place de x, et&, &, £" à 
celle de y; on formerait ainsi les trois équations 


M —2pa Hp @ —0q8 Hg = r, 
| he 2pa + p° + L"° — 948 #4 Sr, 
\ a'?— 2pa” +p° = BTe — 248" + =7r, 


qui ne renferment que trois inconnues, savoir, p, get r. 


«" æet 8, et &, a"et L’. 


Si on retranche successivement la première de la 
Meuxième et de la troisième, on aura, en effaçant les 
lermes qui se détruisent, 


Ca )pHO—E )q}— (ed) (88°) 0, 
DC 2")pH(8—8") q} Ca") — (88) —0; 


lses deux équations ne contenantp et g qu'au premier 
Megré, font voir que le centre du cercle demandé ne 
beut avoir qu’une seule position; et quant au rayon, 
Jomme on à immédiatement 


re Va—op Ep +28 + 4, 


n’est susceptible que d'une seule grândeur : on ne 
seutdonc faire passer par trois points qu'un seul cercle, 


1 Les résultat$ de la résolution des équations ci- 
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dessus étant inutiles pour ce qui doit suivre, jesne l'a. 
chèverai point, mais je ferai remarquer qu’elle pour-. 
rait s’abréger par l'effet de la symétrie de ces équations, 
qui mènerait aisément à la construction donnée dans 
les Elémens de Géométrie. FA 


95. L’équation générale du cercle 


x — 9px +p+ y —2qy += 
se simplifie de plusieurs manières, qui méritent d'être 
remarquées, parce que les formes qu’elle prend alors 
sont employées fréquemment dans l'analyse. , 2. 

Si l’on y fait p—0, g=0, on retombe sur En 

Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfés 
rence du cercle, il suffit de faire p° + q°—7r°, puisque 
Vp° + q° exprimant alors la distance du centre à l'o= 
rigine , il s'ensuit que cette distance est égale au rayonë 
L équation du cercle se réduit dans ce-cas, à cause de 
celle qu'on vient de poser, à 


sr 
ÿ 


cu — opx + y — 29y =. 


Enfin si, pour plus de simplicité, on prenait l’ori= 
gine à l'extrémité D’ du diamètre, le centre se trouvant 
alors sur l'axe des abscisses, son ordonnée deviendrait 
nulle, son abscisse p serait égale au rayon r, et l’é équa= 
tion ci-dessus se changeraït en 

190 
2? — 9rx + y — 0. x 

Cette dernière et la première, x°+-y?=7r°, sont celles 
des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 
mange. ot x 8 TOR | 


-- 


96. Ce qui précède étant bien compris, toutes les 
questions que l’on peut proposer sur la ligne droïte et | 
sur le cercle, se ramènent facilement à l algèbre) sans. 
qu'il soit Dent de recourir à d’autres propriétés des 


} : 
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figures, qu’à la relation qui existe entreles trois côtés d’un 
triangle rectängle (*). Soit, pour premier exemple, 
cette question : - 


“ L, 

peux lignes droites, AE et DE, fig. 41, étant don- Fig. 4x. 
\nées par les angles qu’elles fontavec une troisième AB, et ; 
par la partie AD qu’elles intérceptent sur cette troïsième, 
\trouver sur une ligne AC, perpendiculaire à AB, un 

| point G, par lequel , menantune droite GK. , parallèle a 

AB, la partie HK, comprise entre AE et DE, soit d'une 
grandeur donnée. : 


. Pour former les équations des droites 4E et ED, je 
nomme @& et a les tangentes des angles E AD et ED A, 
qu'elles font respectivement avec la droite .4B; je 
prends celle-ci pour l’axe des abscisses dont je place 
l'origine au point À, ainsi que celle des ordonnées 
y que je conçois parallèles à 4C ; et je fais AD — «a. 
: La prenfière droite aura pour équation y —ax, puis- 
qu’elle passe par le point 4; la seconde devant passer 
‘par le point D, pour lequel on a 


| 


| y=o (85) ;:.et Xe, 
| sera 
y=—a(r—e),. 

| en observant que y diminue tandis que x augmente, et 
| que par conséquent a’ doit être pris négativement: on 
| aura donc ces deux équations : 


Bu ù y—=at, Jy=—a(x— x). 


(*) Dans les notes qu’il a placées à la suite de ses Elémens de 

. Géométrie, M. Legendre déduit cette relation des premières consé- 

jMneuces de la superposition des triangles égaux, par un moyen très- 

| élégant ; mais les considérations qu’il emploie pour cela sont malheu- | 
reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base à un livre £ 

| élémentaire, et porter dans J’esprit cette conviction intime qui 

| résulte des notions reçues immédiatement par les sens. 

| 

| 
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Pour obtenir les points H et X, où les droites qu *elles | 
représentent rencontrent la ligne GK , parallèle à 4B, 
il suffit d'y faire y — 46 ; si donc on pose 4G — t, 
on aura 


RU AU Her: a 


prenant la valeur de x dans chacune de ces équations | 
il viendra | | 
bit Ppn ad —t 

DE POP ETE | 
Ces expressions sont celles des abscisses 4h et 4k, don 
la différence donne Ak = HK, à cause des parallèles ÿ 4 
et désignant par m la srandele que doit avoir HX , on 
trouvera 1 

ad — t 


CRE t 
god 7 er 


d'où l’on tirera 
aam = aaX — ta tt, 


et par conséquent | bio, \ 
JE (æ— m)aa 

elle est la valeur de AG, qui satisfait à la question 

proposée. 


97. Je suppose qu'au lieu‘de donner à la ligne HK. 
une grandeur connue , on demande qu'elle soit égale à la 
ligne 4G, ce qui revient à inscrire un quarré dans un 
triangle (66). Dans ce cas, au lieu d’égaler à m l’ex-" 
pression de HK , il faudra l’égalef à #, ce qui donnera 


’ 
aa —t t 
t= 7 ; 


d'où l’on déduira 
aa 


ad at a 
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1 98. Soit encore le problème suivant, déjà résolu 

| au n°78 : D'unpointE, fig. 33, placé comme on voudra, Fig. 33. 
| mener une droite de manière que la partie D'F', de cette 
droite, interceptée entre deux lignes qui d'fotrnant entre 

| elles un angle droit BAC, soit d'une grandeur donnée. 

|  Siæet 8 désignent les coordonnées du point donné E , 

3 — B—— a(x— «) sera l'équation de la droite ED, 

| menée par ce point. Pour obtenir la longueur de D'F", 1 
suffit de déterminer 4D' et AF", c'est-à-dire la valeur 
de y lorsque x—0, et celle de x lorsque y—0o, hy- 


| pothèses qui fournissent les équations 
| y—/6—= aa, —B——a(x—a«), 
desquelles on tire 
| y=8+ aa AD", Pate ee 


a 


La 


ET te 
et comme F"D° — VD + AF" ,ilen résulte 


D'=V/ E+eaÿ+ 2 (E+as) = = Vire: 


posant F"D'— m , et élevant au quarré pour faire dis- 
paraître le radical, il vient 


me (ÉREN Ge 


Cette équation étant développée et ordonnée par 
: rapport à la lettre «, se changera en 


+ Bras ÉTAT TE 


let monte, comme on voit , au quatrième degré; mais si 
Von fait 8—«, c’est-à-dire, si l’on prend le point Æ à 
(SErle distance des deux axes » Cet AB, elle devient 


a+ 20 + gp aati=o, 


Ha = 
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et rentre dans l'équation (3) du n°78, lorsqu'on che 
aenzetxen a. 


99. Je fais maintenant l'application des formules que. 
j'ai trouvées pour la ligne droite, à la recherche des, 
principales propriétés du triangle. Je prends à cet effet 


Fig. 424 deux points M et MW, fig. 42, formant, ayec l’origine 4, 


un triangle quelconque ; je désigne 5 coordonnées du 


premier point par........æ, G, 
celles du second par......æ, £': 


Vans : 


les distances AM, AM, MM’, qui forment les côtés des 
ce triangle, seront, d’après le numéro 88, exprimées. 


respectivement par | 
Var, Vaste, V(—ay+@6—8). 
Si l’on fait 4AM= ec, AM! — cs MM" —=iC"; on aura 


ces équations : 


 —u + BE, \ 


ca? ou a + a + B2— 288 +R, 


A] 


1 


c? = æ2 + pe L' 


et sion retranche la dernière de la somme des deux 


premières, il viendra . 4 
+ er = 2 ouf He), 
+ c2— 6"? 


2 


d’où 


aa L BR — 
Les équations des lignes 4M et M seront 
8 | [ 
JT) 7—= "2 (87) ; 


le cosinus de l'angle qu’elles forment entre elles aura 
pour expression (95), 


. 
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r( +2) el r(aa’ + 88") 
WC+5)0+5) ET VC + 8) (+87) 


En faisant le rayon r—= 1, comme celui des tables des 
sinus, et substituant à la place des quantités «&° + 82, 


c? + c’2? Ca 
d'H82, ax'Æ68", leurs valeurs c?, c’?, 7 L 


| il viendra 
| c? + C2 ç'2 
cosMAM = 17, 


2cc 
équation qui donne une relation entre les trois côtés du 
triangle M AM' et l'un de ses angles. Si l’on fait atten- 
| tion que l'angle AM’ est opposé au côté MM’ —c", 
on sera convaincu qu’on doit avoir pour lesangles AMM 
AM'M, respectivement opposés aux côtés AM'=—=c", 
AM=c, les équations 


[14 LÀ 
Ce mr ue er 


A vb 3 1? 


4 
c'2 225 c? 


2, 
C 
RO AT DE RE e, 


2C C 


En désignant donc par y”, y’, y, les angles MAW, 
AMM, AM M, on obtiendra les trois équations sui- 
yantes : 

c? + ©? — occ’ cos pe cie 

C ct — acc cosy! — c? (A). 


LA 
C?+ ce? —oc'c" cosy = c° 


Si l’on ajoute ensemble la première et la seconde de ces. 
| équations, puisla première etlatroisième, puis la se- 
| conde et la troisième, on obtiendra trois éenltaté qui 

deviendront respectivement divisibles par 2c, 2c', 2c”, 
lorsqu'on aura effacé les termes communs aux deux 


mu 140 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 
membres de chacun, et qui donneront ainsi 


© —c cosy” — c" cosy” —0o 
c'—c cosy” —c’ cosy —0o } (B). 
C'—c cosy — € cos y —0 


/ \ 


1] est bon d'observer que ces équations s’obtiennent.. 
immédiatement en abaissant successivement de chaques 
angle du triangle, une perpendiculaire sur le côté op= 
posé, et calculant les segmens de ce côté. 


Fig. 14. On a dans la figure 14. 


AD = AB cos 4, CDS" DC'co8 C1, 
AC=— AD + CD = AB cos A + BC cosC. 


Faisant 4C=—c, AB—c, BC—c", et conservant : 
les dénoatiqne des net il viendra 


c—=c" cosy"+ c" cosy” ou c—c cos y"—c" cosy —=0ù 
On parviendrait de même aux deux autres équations (B). 


100. Quoique ces équations soient an nombre de trois, 
elles ne peuvent cependant faire connaître les côtés lors 
que les trois angles sont donnés; car sion cherchait 
les valeurs de c, c’, c”, au moyen des expressions géné. 
rales des inconnues, déterminées par trois équations du 
premier degré, on trouverait o, à cause que le terme. 
connu manque. Mais ces mêmes équations se changent 


en 
1—pcosy”— q cosy = 0 
P— cosy’—q cosy —0 
g— cosy —p cosy —=0, 


/ U4 


9 nc C é 
Jorsqu’on fait — TP: =; elles donnent alors Île 


rapport des sètés du triangle proposé, et il reste de plus 
une équation de Sida qu'on obtient en éliminant 
p et q. Cette équation est 
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1— cosy"? — cosy? — cosy? — 2C05y"COSY/COSy = 0 ; 


et son premier membre est précisément le dénominateur 
commun des,valeurs des inconnues c, c’, c”, déduites 
des expressions générales citées plus haut. En égalant 


cette quantité à zéro, les valeurs des côtés c, c’, c”, 


! deviennent ? , et les côtés demeurent par conséquent 
| indéterminés, comme le prouve la transformation opé- 
| rée sur les équations (B). 


L'équation de condition que l’on vient d'indiquer 
renferme la relation que doivent avoir entre eux les 


LA 


\trois angles y, y et y’, pour que leur somme soit 


égale à deux droits, ainsi que l'exige la nature du 
triangle rectiligne. Pour s’en assurer, il faut, à l’aide 
des valeurs de sin (p + q}), cos(p + q) (11), dévelop- 
per l'équation cos(27 — y" — 7») — cosy : on trou- 
vera d’abord 
— cos(y” + )—=cosy, 

en observant que sin 27 — 0, et que COs27 = — 1 ; puis 
il viendra 


— cosy” cosy” + siny” siny = cosy, 


d'où 


cosy + cosy” cosy’—siny siny’, 


| (cosy<+-cosy”cosy’)"=siny"*siny?=(1-cosy"*)(1-cos7 *), 


et après les réductions, on retombera sur l'équation 


ci-dessus. 
Il est à propos de remarquer que les équations (A) 


1 sont, par rapport aux triangles rectilignes, ce que les 


équations (B) du numéro 47 sont à l'égard destriangles 
sphériques , et conduiraient, par de simples transforma- 
tions, aux formules de la résolution des premiers 


triangles. 


101. Pour avoir l'aire du triangle HAMW, fig. 42, il Fig. 42. 


faudra, du point 4, abaisser une perpendiculaire 4D 
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sur le côté MM’ qui, passant par les points HZ et 
74 dont les coordonnées sont respectivement « et &, | 
" et é , à pour équation (88) 


£'— 8 

Y—B— AT Ê(z —«), 

B'—R dé a 

ou —ÉÈZ —;——< 

PES 2 Euh 
Le 2! 
. En comparant cette dernière équation ayec la Formullé | 
y—ax + b, on trouvera | | 
(4 f (à 
— , _ B—R'a À 
a = # 8, b — à Le 3 a 
œ'— d? 4 —d nn | 


mais en observant que dans le numéro 92 les lettres 
« et 8 désignent les coordonnées du point d’où part las 
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans le cas 
actuel, puisque ce point est l’ Sriginé, l'expression de la 
perpendiculaire se réduit à 


—b dE —R'« | 
re Veste 
et mettant c” au lieu de Ca! — a) + re —  &)° , 
7 pee 


AD — Æ 48 


« 


Avec cette valeur, on aura pour l'aire du triangle M AM) 
MW XX AD tR — «'B 
RTE oo RO Sedo 


expression bien remarquable, en ce qu'elle donne l'aire 

de tous les triangles qui ont leur sommet au point 4, au» 

moyen des coordonnées des sommets des angles ad cenh 

à leur base. | 

On peut la changer en une autre qui ne dépende que 

des côtés. Pour cela, il faut multiplier entre elles les’ 
# 


| dl s 


| 
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| deux équations 
«2 + 8 —= c?, di 1 e2— 062 
et retrancher du produit le quar'ré de 
c? + c’? + c2 


2 


; il \riendra 


LG se c'? et cap ; 
4 ms rer 


| Prenant les racines quarrées, etré duisant tous lestermes 
du second membre au même dénoi ninateur, on trouvera 


a — dr VITE CFD, 
et l’aire du triangle AM aura pour expression 
5 V'Acc2— (CH cc), 


wont le développement s’accorde aveu: le résultatdu n°64. 


| d&' + 8 — 


#6+ dB — ou BR = c°c? — 


| 102. Sil'on conçoit maintenant uu quatrième point 

| M", dont les coordonnées soient «", 8”, et que l’on 

représente par d, d’, d', les distances 4M", MM" 
M'M", on aura 

"2 + g": — d? 

| G"—2Y+(&" —8ÿ = d* 

| (a" — a) + (g” ras == d'2. 

En développant ces équations, et substituant dans les 

deux dernières, à la place des quantités a*6°, dHR", 

a"? + 8"?, leurs valeurs c?, c’* et d?, on obtiendra 

| + d'— 2 au" + #8") — d* 

| c'2+- d—9 (æ! ie 88") = d'#; 


a , pour abréger, on fait 


Le de — d' #4 di — ds 
OS D rt em Xe ON 
2 a : 
d,—= ax" +88", d, — d'a # + B'R"+ 


| 
| 
| on aura 
| Prenant dans ces équations la une de«” et celle de £", 


! 


host. à + TU 


| 
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qui sont 
22 Bd —pd, à PE ad, — ad, 
as — «xp? as — «6? | 
pour les mettre dans"? + 8"?— d?, en Eu égard aux, 
équations 4° + 8 —c?, «+ 8%— c?, on trouvera | 
cd, +c°d/—°odd (aa'+-68" (28! —xg}) (EC). 
Remplaçant ensuite le quantités a&'+ 88" et 48 — «'B, 
par leurs valeurs 


#2 
C Caen C REX PR CERTES PEN TE 
RSS, ip CT 
obtenues ci-dessus., et remettant 
c + d — al2 c'? + d? — d'2 
Qu TE 2 RE | 
cette équation ne renfermera plus que les. 


pour d,,d,, 
six distances « 
AM, AM”, MM, AM", MM", MM", 
qui forment les quatre côtés et les ous diagonales du 
quadrilatère 4W7M'M". Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et l'une de ses diagonales seront connus 
_ on pourra trouÿer l’autre diagonale. 


103. Si l’oni voulait déterminer le point 47" par les” 
conditions que les trois distances 4WM”, MM", MM", 
fussent égales, ce point serait alors le centre du cercle. 
circonscrit au triangle proposé, et l’on aurait 


NTI. 
d'a Nds 
ce qui donnerait 
c? c’? 
d,=—, d,=—; 
2 2 


l'équation (C) deviendrait 
c'c'# tn c'2ch — 20°c'?(ax + 88) = Ad (ag — 8), 
et se réduirait à 
crc 164$, | 
en 
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en mettant pour ax! + 00! sa valeur, et en observant 


que si on désigne par S la surface du triangle AMM, 
«8 — «8 


égale à ——" (101), on aura 
2 


(aB—x'8) — 457. 
On tire de là 


2xpression très-simple du rayon du cercle circonscrit au 
f2 
. f 72 . c? e C A . 
iriangle proposé ; eten écrivant et— au lieu de d 
2 
‘td, , dans les valeurs de 4” et de 8", on a les coor- 
lonnées du centre de ce cercle. 


104. Il ne sera pas plus difficile de trouver les coor- 
onnées du centre du cercle inscrit , et le rayon de ce 
ercle. Dans ce cas, le point H”, Jig. 43, se trouve au- Fig. 43. 
edans du triangle , et dans une situation telle , que les 
erpendiculaires abaissées de ce point sur chacun des 
ôtés AM, AM, MM, sont égales entre elles. Pour 
Xprimer analytiquement cette circonstance, il suffit de 
mer les équations des trois lignes ci-dessus, et d’en 
éduire , par la formule du n° 88 » les longueurs 
es perpendiculairesmenées du point A”, dont les coor- 
onnées sont « et 8. Or ces € 


quations sont respecti- ” 
sement 


8 op 
À Fug 4 Y—=7 x (87), 


L'—8 B—a8 
= Lt qu 


sperpendiculaires abaissées sur chacune d’elles auront 
Jur expression 


Trigonométrie. 6° édition. 1 
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aB”— à’8 &'B"— a"£’ 
Va+e  Var+e: 

(&'— 2) 8"- 4) D or (8 £’ — 8) a!+Lag == a B 
AR GES — a) +(&—8) 
et pourront s’écrire ainsi : 
alt= "e"0 20 = af 
TRE RS 7 


LS (aL'— a"8)— (a"8—4"8") + (a£— 48) 


I 


en mettant pour les"radicaux leurs valeurs c, c’, cl 


Simaintenant on se rappelle que la formule quidonn 

la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligne ; 

. été obtenue par une extraction de racine quarrée, ( 
qu’elle est par conséquent susceptible d'être prise posit 
vement ou négativement, on en conclura que chac 
des expressions ci-dessus a deux valeurs.Pour n ae 
que celles qui sont positives, il faut observerque, d’apr 

la figure, la ligne 4M° s'écartant plus de l'axe d 
cn AB que la ligne AM, et le point A” ét 
compris entre la PESRISEE et à dernisfié on. doit ay 


g" | H: 
UE dr af ta 
ou, ce qui est la mème chose, < 
a'R> ak", aB>a8, ab > 4x6; 
d'où il suitque, pour donnerune valeur positive, le 
pression de la seconde perpendiculaire doit etre pr! 
avec des signes contraires à Ceux qu ‘elle a ci-dessus. 
De plusle point W'se trouvant au-dessous de la drc 
MM, dont l'équation est 
b—6 u'B — 48" 
LYTdisef FE da ” ge 1 
il faut que 7.3 A 


Ç : ga 


PET 
ci 
fl 
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êr CPE à à 'B— a" 


Eire Rd Es) ar 4 EP 


gone 


; 
ice qui donne 
2 af" — a Be c'B— "8 Loft — «LB 
tou bien 
28 — aa a R Las — 48, 
(condition d'après laquelle l’ expression de la troisième 
Perpendiculaire est positive. 
Si d'après ces considérations .on fait 
| ” a£" ab, 64 "G ge pale & ‘g" ; 
Le rer 2 1 C ; -—=e s 
c c 
_ (aB" — «"@) —( dB —x6") + (28 — 6) 80) 
M OU nr —— "ET 2: 
q 


| 
| 
| 
| 


que l'on ajoute les produits ec, e’ c’, e"c", il viendra 
les réductions, 


echec C+ec—= af — x'£. 

tte équation est facile à vérifier ; car les produits 

6, ec’, e"c", expriment les aires des triangles AM'M, 
"M MM, multipliées par 2 ; la somme de ces 


res est égale à celle du triangle total 4MM/, qu'on 
D ésignée par S, eton a 


af —xB— 928$ (101). 
! pour e—e —e", on obtient sur-le- -champ 
rot ne 28 
LU 4 RG LE 1 


4 quand c— € — c", il vient 

LS . 2$ 
| De AT Pur Ge Beer PE 

| La première de ces expressions est celle du rayon du 
10: : 
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cercle inscrit; et la seconde fait voir que si d'un point 
quelconque pris dans l'intérieur d’un triangle équi= 
latéral, on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
côtés de ce triangle, la somme de ces trois lignes sera 
égale à sa Hbdtenr, puisqu’en prenant le côté c de | 
base , et nommant # la hauteur, oaS=;ch, 


qui donne ee +e" = h. 


On pourrait encore tirer un grand nombre de consé- 
quences de la théorieque je viens d’ exposer ; mais ce qui 
précède suflit pour cet ouvrage ; et j'observerai qu xl 
existe pour les polygones rectilignes quelconques des 
équations analogues aux équations (A) et (B) du nu- 
méro 99, qui s’obtiennent de la même manière, et qu 
conduiraient aux propriétes de ces polygones, comm 
celles-ci mènent aux propriétésdutriangle. M.Lagrangi 
a donné, sur les pyramides, un Mémoire auquel ceci peu 
servir de préliminaire, et qu'on étendrait aux polyèdre:, 
en faisant usage des formules rapportées dans le cin! 
quième chapitre du premier volume de mon 7Zraité di 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (”). | 


105. La combinaison de l'équation dela circonférene 
du cercle avec celle de la ligne droite, conduit au 
diverses propriétés qui résultent de la rencontrede ce 
lignes, et donne la solution de toutes les questions Al 
lesquelles l’inconnue ne passe pas le second degré. 


Soient x°+ y°=7r", y—6—a(x—a), ces deu. 
équations ; Lesemployer à la détermination de x et de 
ou les considérer comme renfermant les mêmes incon 
nues, c’est supposer que les points auxquels appar 


(*) Voyez aussi la Polygonométrie de l’Huilier , sa Polyédnl 
métrie insérée dans le premier volume des Mémoires présenti 
à l’Institut, par des Savans étrangers ; la Géométrie de pos 
tion de Carnot , son Mémoire sur La relation qui existe enti) 
les distances de cing points quelconques pris dans l’espace: | 
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tiennent les coordonnées x, y,sont situées enmême temps 
sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro- 
posée, c'est-à-dire sont lesintersections de ces lignes : 
leten général, il est évident que pour trouver les points 
ide rencontre de deux lignes quelconques , il suffit de 
supposer que leurs équations ne contiennent que les 


mêmes inconnues. 
! 
: 


En chassant d’abord y, par le moyen de sa yaleur 
prise dans la seconde équation, on trouvera 


x + (ax + 8 — au) = 7°. 


Cette équation du second degré, étant développée, don- 
era deux valeurs pour x, parce qu’en effet la Jigne 
droite doit rencontrer en généralle cercle en deux points; 
vais on peut arriver à des résultats plus simples , en 
renant pour inconnue la distance du point dont les 
oordonnées sont # et 8, à l’un des points d’intersection 
Me la droite et du cercle. Si on désigne cette distance 
var 3, on aura (88), 

| ——— 
| 2=VG—+ (8), 
l'où l'on tirera 


, A=(z—e)+(y—8); 
+ mettant pour y— 8 sa valeur a (x —«), il viendra 
(x — a) (1 a), 
où l’on déduira 
Z 


Vi &° RR y 


# qui donnera 


ne 2 — 


EL a NURE Re az 
ner RÉ RT— S 


fubstituant ces dernières valeurs dans l'équation : 
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a+ y ==r, on la FR en cette autre : 


d° 2az à 26az 247 al | 

UT Vi +a TE Fate + Vite 1e à 

qui se réduit à | 
den + fa) 


= 2 + 4 LB —r—o, EL 
RUE me NU à SUB 1 
et qui fera d'abord connaître z , et ensuite x et y, au 
moyen des expressions précédentes. 

Il est visible que sile point Æ, fig. 44, est celui dont 
les coordonnées sont« et 8, que MNM' et EM soient 
le cercle et la droite proposée, a exprimera la tangente 
de l'angle EeB , et les deux valeurs dez | 
aux droites EM et EM. | 

106. Onsait, par la théorie des équations, que Île der- 
nier terme est 16 HUE de toutes les racines ; si dont 
on nomme z' et 2” celles de l'équation ci-dessus, on auré 

La — 2 + L° ai jet 
expression qui, ne dépendant point de la quantité à 
demeurera la même quelle que soit cette quantité. 
c'est-à-dire , quel que soit l’angle EeB dont elle est I: 
tangente ; et comme z’ et” représentent les deux ligne! 
EM et EM’ , il suit de là que le produit EMX EM'es) 
le même pour toutes les lignes menées par le point E, 
ou , que si l’on tire une seconde sécante Em’, on auti 


EMX EM = Em X En, 
d’où il résulte que les sécantes EM’ et Em’ sont réci: 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieuie 
EM et Em, ainsi qu’on le prouve dans les Elémens 
Lorsque le point Æ est en dehors du cercle, on a 
M+B>r, | 


puisque a? 82 exprime le quarré de la distance di 


‘ 
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point Æ au centre À ; mais quand ce point est intérieur 
au cercle, comme le montre la figure 45, z/ et z" Fig. 45. 
sont de signès différens , parce que le dernier terme 


&° + 6° —,7° devient négatif à cause de &°+- £? 72, 


D'ailleurs le produit EM X EM demeure indépen-— 


dant de l'inclinaison de la ligne MM, parrapport à 4B; 
et en menant par le point E une Mao. À corde mm',on 
a encore , 


EM X EMMË- Em X En’, 


d'où il résulte, comme on le prouve dans les Élémens, 


“que les cordes d’un même cercle se coupent en raison 


réciproque ; et l’on voit que ce théorème et le précédent 
n'en font, à proprement parler, qu'un seul, puisqu'ils 
se déduisent de la même équation. 


En tirant de l'équation 


2 (a _ 
V1 


la valeur dez, on trouve 


D? À — 2" 7 Ju Bio, 


ee S — = 
Ce AGE D El 
EN V1 + a 


telles sont les expressions des lignes EM et EM. 


Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor- 


données , de manière que les abscisses x et æ& soient 


prises sur la droite AE, fig. 44, qui joint le point Æ Fig. 44. 
avec le centre À du cercle proposé, en partant toujours 


de cepoint, et que les ordonnées y soient perpen- 


diculaires à cette droite : on aura alors 
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ET = AK 
1 me Vrai +) — cu? 


Via 
Mis VrC Fa), 
V’ 1Ha 


l'équation au cercle ne changera point , mais celle de la! 
droite EM deviendra * 


Y—= a(x— a). 


107. En supposant que le point E soit extérieur au | 
cercle, on obtient 


uw = Em pm VO Ee)— ee 

Via 
mais il est visible que cette ligne diminue à mesure que 
la ligne EM, tournant autour du point E , tend à sortir 
du cercle , et que les point Met A finissent par coin | 
cider en N, lorsque cette ligne n’a plus avec le cercle 
qu'un ntnie contact : à ce point, on a donc MM'—=0o, 
et par conséquent 


P(+aæ)— da =o, 
r D 
Ve— 

Voilà l'expression de la tangente trigonométrique! 
de l'angle quedoit faire avec laligne 4E, une ligne EN, 
menée par le point Æ , de manière à toucher le cercle ; 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro=. 


blème : Mener par un point pris hors du cercle, une 
tangente à ce cercle. 


= 


x 


108. Les mêmes considérations serviront aussi à 
déterminer la tangente menée par un point pris sur la 
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virconférence du cercle; et pour plus de généralité, 
je placerai ce point d’une manière quelconque. En 
désignant toujours par & et @ ses coordonnées; on 
aura par l'équation du cercle, à laquelle ces quantités 
doivent satisfaire, 


a? + LB? — 1°, 
ce qui réduira l'équation 
+ Rae + 6 1? 0 
à : 2( 2 +68) = 
+ vi + ai ? 


: et dans cet état elle se décompose en 


PART EL CE nl: PEU 


V'1 + a® 
: ses deux racines seront donc 
2( aa 
las NRC DR 


< SEE A 
Vi+a 
et la différence de ces valeurs, ou la longueur de la 
| partie de la sécante comprise dans le cercle , sera 


2 (æ + Ba) 
| V/1 + a° 
| Pour que cette quantité s’évanouisse, il faudra qu'onait 
| a 
ak fa—o, ou AZ) 
résultat qui s'accorde avec ce qu’on démontre dansles 
| Élémens ; car la droite menée par le centre du cercle et 
par le point dont les coordonnées sont æ et 8, on le 


rayon AN, aurait pour équation v= : x (87); l'équa- 


TA 
Le 


{ -, A D. 67 > var] À LA 
% FA Le du 14 


Je 
tie 
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tiony —6@= a(x— x) devenant, par la valeur de & 


: æ | 
trouvée ci-dessus, y — a (x— «), représentera | 


la droite perpendiculaire à ce rayon, et passant par le 
point dont les coordonnées sont « et B, c'est-à-dire par | 


son extrémité /V (go). 


Si l’on voulait connaître la distance del’origine 4 des | 


| 


coordonnées , au point où la tangente N7° rencontre 


l'axe des abscisses, il faudrait, dans l’équationde cette 


tangente, faire yÿ—o, ce qui donnerait 


+6 Tr 
Fr nes 


œ 


a 
pal ana r tm 7. Le NEA Mme — ; 
à cause de a? + @2 — 7°. , 

109. On peut, par ce qui précède , résoudre la 
question suivante : Trouver la position que doit avoir la 
ligne EM , menée par le point donné E, pour que la 
partie MM' de cette ligne , comprise DA le cercle , soit 
d'une grandeur donnée m. Afin de parvenir à des 


expressions plus simples, je prendrai, comme à la 


fin du numéro 106, Ja ligne ZE pour axe des abscisses, 
et en égalant à m la différence des valeurs de z, obtenues 
dansle numéro 107, j'aurai 


LE TD nt 2 
p: V/1+a° ù 


faisant disparaître les radicaux, il viendra 


m° (14 a)=4r(1+ a) — 40e; 


d'où je tirerai 
V4 — m> 


MA 45 + m 


substituant cette valeur dansy —a(x—*+), j'obtiens 


drai l'équation de la droite cherchée. 
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Ce n’est encore là que la solution analytique du 
problème qui m'occupe ; il faut maintenant construire 
l'expression ci-dessus. Pour y parvenir, on observera 
d'abord que le numérateur W/47°—m? exprime le 
côté d’un triangle rectangle dont 2rest l'hypothénuse, et 
m le troisième côté. On donnera ensuite au dénomina- 


teur V/4a° — 41° Homes la forme Y/ 42° — (4r°—m° }» 
équivalente à ÿ/ 4e? — (V/4r—m°}) et qui fait voir 
que ce dénominateur est aussi le côté d’un triangle rec- 
tangle ayant pour hypothénuse 24, et pour troisième 


côté le radical W/4r?—m?, ou le numérateur dont je 
viens d'indiquerla construction. 


En désignant par q et par p les deux lignes qu'on 
obtiendra par ces opérations, j'ai 


4 fem ÿ ES 


P 
l'équation y — a (x— «) devient 


Re TN. 
DRE æ); 


etil en résulte que si l’on prend sur ZE, à partir du 
point Æ, une distance EF—p, et que par l’autre extré- 
mité de cette distance, on élève une perpendiculaire 
FG =, la droite qui joindra l'extrémité de cette per- 
pendiculaire avec le point Æ , jouira de la propriété 
comprise dans l'énoncé de la question, puisque l’angle 
FEG aura pourtangente trigonométrique a =; ss A 

110. Il doit être évident, d’après ce qui précéde, que 
les questionsde géométrie peuvent être traitées par deux 
méthodes bien distinctes : l’une consiste à déterminerles 
équations des lignes qui contiennent les points cherchés, 
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en partant des propriétés de ces lignes; et l’autre , à dé= 


duire immédiatement de la considération des triangles 
semblables et des triangles rectangles que présente la 
ligure résultante du problème supposé résolu , en s’ai= 
dant même de quelques constructions préparatoires, les 


relations des droites qui déterminent la position de ces 
points. 


. La première de ces méthodes, quelquefois plus élé- 
gante que la seconde ; est toujours plus générale; mais 
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit être, 
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut, 


etqu'on part de propriétés plus voisines de celles qu’on 
cherche à découvrir (*). à | 


111. L'équation du premier degré n’a donné qu’une 
seule espèce de lignes, savoir la ligne droite ; l'équation 
du cercle s’est trouvée du second degré ;: mais cette 
équation, obtenue dans le numéro 94 sous la forme 
la plus générale, n’est encore qu'un cas particulier de 
ce même degré, dont la formule est 


Ay + Bxy + C2 + Dy+H Ex = F.....(1) - 


€ 
il reste donc à découvrir Les courbes qui répondent aux 
autres cas de cette formule, J’observerai d’abord qu’on 
peut, sans en diminuer la généralité, l'écrire ainsi : 
F 


SET Me à PORN 2 
Y +252 +2c Ra 26 ua A 0) DA 


(*) J'ai tracé la marche féconde et uniforme de la première deces 
méthodes dans la Préface de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en connaître plus 
particulièrement l'application, trouveront de quoi satisfaire leur goût 
dans la 2€ édition du Recueil des diverses propositions de geomé- 
trie, etc. publié par M. Puissant, savant très-recommandable 2 
maintenant attaché au corps des Ingénieurs-Géographes. 
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et faisant pour abréger 
B C D E F 
= 0) 7 fur ad 2 = ES Fr NE 


? 
il en résultera 
°+ bxy + cx° +dy+tex=f. 

Le moyen qui s'offre le premier pour déterminer les 
circonstances du cours des courbes cherchées, c’est 
d'examiner la marche des valeurs de l’ordonnée » par 
rapport à celles que l'on peut assigner aux abscisses , 
et pour cela de résoudre l’équation ci-dessus , par rap- 
port à y. En opérant ainsi, on trouve 


J=—:Ox+d) EVA — ex — 0x) + (bx + dy. 


Développant la quantité qui est sous le radical , et l’or- 
donnant par rapport à x , il viendra 


_-(br+d) eV GG Di GE 
CR TETE RER nn 
Faisant pour abréger 

#f+d=p, 2e—bd—nyéc—b—m, 
on aura 


ho: bx + d pr Vp nr ma? 
s 2 2 


On voit d’abord que la valeur de yest composée de 


deux parties , dont l’une , exprimée par— sun ge est 
l'ordonnée d’une ligne droite ayant pour équation 
ÿ—=—30x—;d, qui se construit en prenant sur Fig. 45. 
l'axe AC’, au-dessous de AB , fig. 46, une partie 

AD =; d, et menant parle point Dune droite DE, fai- 

sant du côté des x négatifs un angle DEA, dont la tan- 


07 
; + « : 
‘ y 
Lai 
sl, RO À Ex 
8 » 
QE “« : 
Le 


a à 
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gente soit égale à +5 (87); ensorte que AP étant x, 
PN A LE 


-. Il est évident maintenant que pour. 


avoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée, 
il faut porter dans la direction de PN, tant au - dessus | 
qu’au-dessous de la droite DE, des parties NM et NM! 
égales à 


2 Vp—onx — mx, 
puisqu'on aura par ce moyen 
PM —=— + (bx + d) ie _ V/p—onx— mr: à 
PM'=—; (bx + d) + : Vp—aonx — ma. 


La droite DE jouit ainsi de la propriété remarquable | 
de partager en deux parties égäles les lignes menées pa 
rallèlement à 4€, entre deux points de la courbe cher= | 
chée, et c'est pour cela qu’on lui a donné le nom dé | 
diamètre ; maisil y a cette différence entre lalisne DE. 
et les diamètres du cercle, que ceux-ci rencontrent à 
angle droit toutes leslignes qu’ils divisenten deuxparties | 
égales , tandis que la première le fait obliquement:ce- 
pendant on verra bientôt que ces deux circonstances | 
dérivent d’une même loi. | £ 


112. L’équation ci- dessus se simplifierait beaucoup. 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM' 
c'est-à-dire en faisant | 


il viendra alors. 
t=+E< Vp— ONX = MA ; 


mais les abscisses 4P ne seraient plus comptées sur la * 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame- 
ner à cet état , il faut les prendre sur le diamètre DE : 
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c'est ce qu'on effectuera en posant DN—s5s ; et en ob- 


| servant que si l’on tire DG parallèle à 43, on aura 


DG = DN cos D —s cos D. 
L'angle D est le même que l’angle Æ', dont la tangente 


(p.31); 


est: b, son cosinus est 


1 2 
Vire Virs 
et puisque 4P — DG, il en résultera 


:+98 | 
== LOU, Æ—g$; 
V'A+ b° 
en faisant, pour abrécer, 
9 
VAE TS de 


La valeur de x étant mise dans celle det , on trouve 


LE V’p— 2nqs — mq°s° 


relation qui doit existerentre s et {, ou entre les droites 
DN et MN, pour chaque point de Ja courbe , et qui est 
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées 


DN et NY. Celle-ci, quoique plus simple que 
ÿ° + bxy, + x? + dy + ntfs 


est aussi ma puisque les transformations effec- 
tuées jusqu'ici, n'ont introduit aucune condition Le 
ticulière. 


L'expression det étant affectée en général d’un radi- 
cal du second degré, ne saurait avoir de valeur réelle 
qu'autant que la quantité p — 2qns — mg°s* sera po- 


… sitive. L'examen de dltte circonstance présente plusieurs 


cas que je discutérai successivement. 


113. Je suppose d’abord, que la quantité désignée 
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par m dans le n° 111, Soit positive, et je mets l’éx4 
pression p — er mq°s? sous la forme 


joe a mq ) ; 


pour n'avoir plus à considérer que celle-ci : 


de laquelle on peut faire disparaître le terme où s n'est 
qu'au premier degré , en prenant 


Are = » ( Elém. d'Als. 209.); 


et après la substitution et la réduction , elle devient 


Pour savoir ce qu'est x , il suflit de construire sa va- ! 
leur en s ; et l'expression 


n nl 
us + ne = DN + m7 
montre que l’origine des z doit être placée en arrière 
de celle des s, à une distance OD — —— » parce 
qu alors d 


DN = ON ON — 0 — 


Cela fait, on a 


t= + 1/0 { DE —u}, 


et 
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on voit que l'expression de t sera réelle, tant que 


—_—————— 

mm n°? /pm + à 

u? —? —, 44 PA FR TT mn \ SAS ve ; 
m°q m°q® . 


# dernières valeurs indiquent donc les intersections 
: la courbe avec le diamètre DE ; et en les portant 
: chaque côté du point ©, à cause de leurs signes , 

obtiendra les points Z et J’ placés à égale distance 
premier. 


Au-delà de ces points » la quantité 


n! 


| , | , : x 
Ténant négative , les ordonnées # seront imaginaires , 


sourbe n’aura aucun point correspondant aux abs 
ss plus grandes que OZ et OJ" ; elle 
fermée dans l'espace compris en 
TH’, menées par les points J et 
£ ordonnées. 


sera donc 
tre les lignes 1H 
1", parallèlement 


M4. Les deux valeurs de ten v ne différant que par 
\r signe et demeur 


ant les mêmes soit qu'on prenne x 
itif ou négatif, il s’ensuit qu’à l’abscisse ON’ —_ ON, 
‘ond l'ordonnée N’A" égale à NM et placée .en sens 
Mrâire , ensorte que les triangles A'N'O , et MNO, 
(tégaux, et que par conséquent la droite MM" est 
'tagée en deux Parties égales au point O. Cette pro- 
été dont le point O jouit par rapport à tous les 
)ats de la courbe, lui a fait donnerle nom de centre | 
} analogie avec le centre du cercle ; mais pour les 
! Drigonométrie. 6E*édition. 11 
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autres courbes les rayons ne sont égaux que deux | 
deux, parce que les diamètres sont inégaux. | 


À 

, 

115. La forme de la courbe que représente l'éque, 
tion entre t et u, sereconnaît aisèment par la construe 
tion de cette équation, et pour l’effectuer, je fais d’abor, 


pn+ n° 1/2 $ | 


il vient 
fm (au) =+iV/me. VESTE 


Prenant alors a’ pour le rayon d'un cercle ayant 
centre au point ©, pour l'abscisse, le facte 


V/a2— 2 exprimera l’ordonnée de ce cercle, élev 


perpendiculairement à Of. À l'égard du a | 
1ÿ/mg°, ilne doit représenter qu’un rapport, si 34 


veut avoir égard à l’homogénéité des expressions (71 
| 4 l 


je le désignerai donc par mi» et j'aurai par conséque 


a mp + n° 
P It . LL LL 

ES 2 fa où 
RE b2———, d'où je tirerai 


D y——— 
iE ET au? 


On voit ainsi que l’ordonnée NM s'obtiendra. 
cherchant le quatrième terme de la proportion 


a’. bass au : £. 


Lorsqu'on aura déterminé la grandeur de t, on la 
tera.le long de la ligne 32H", tant au-dessus qu'au-d\ 
sous de DE , à cause du signe . L 


; 
Il est évident que la courbe résultante de cette con 

L / 5,000 
truction sera fermée comme le'cercle, et ne s'étemt 


22 
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que dans l'espace compris depuis 4 — 
f e ] \ , . 
T4, Puisqu au-delà de ces limites, le 
donnée du cercle sera imaginaire, 


a” jusqu'à x — 
radical ou l’or- 


La plus grande valeur que puisse avoir l’ordonnée { Ù 


‘st visiblement celle qui répond au point O, pour lequel 
B—O; on a dans ce cas 


prenant donc les droites OL et OJ! égales à D’, les 
points Z et Z” seront les limites de la courbe dans le 
sens de ses ordonnées , comme les points Z et I’ le 
sont dans celui des abscisses, | 
: | | 
"116. I] estimportant de remarquer que si la quantité 
‘eprésentée par a”? était négative, le radical 4/73 
lemeurerait toujours imaginaire, et l'équation proposée 
aesaurait exprimer alors aucune ligne. En remontant à 
2 * À : 
Lisa » On Verra qu’elle serait 
| m'q | 
1égative si p était affecté du signe — 
hême temps pm > n°. 


| Quand dans ce cas pm — n°, il vient (115) a = 0, 


a valeur de 4’?, qui est 


» et qu'on eût en 


L + 


/ Q : b 1 2 
== 0 ; mais On a toujours ne) V/mg > et-par con- 


Li 


(quation à laquelle on satisfait en posant { —0o ,u — 0: 
”n peut donc dire que la courbe se réduit alors au seul 
hoint O,oùt—o,u—o, et que ce point est la limite 
ers laquelle tendent » à mesure que les diamètres 1’ 
bLL" diminuent, les courbes données 
1-dessus. | 


x - —. 


par l'équation 


116.5 
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En éleyant au quarré les deux membres de l'équation 


+ 1/ me PRE ue), 
mr -q 


elle se change en | | 


m+n? 
t? — 1 2 P —w), 


= im 
Nr mg 

et en 4mi + m°q°u? — pm—n = 0. 

Lorsque p est négatif , elle devient 
4mt° + m°q’u? + pm—n—=o; 
. f 
et quand pn>n*, son premier membre étant la sommes 
des trois quantités essentiellement positives, puisqu'on! 
suppose que m est aussi positive, il ne peut deveniraul, 
que dans le cas où l’on aurait séparément les trois! 
, CPS {4 
équations d 
| | «] 


am mie À m°qu” =0ÿ\ pMm— 1 = 0. 


On peut satisfaire aux deux premières en faisant { = 
u—O©; mais la dernière exprime une condition ail 
laquelle la proposée est tout-à-fait absurde. : 4 


| 
117. Je suppose à présent que m soit négative; ke 
quantité p = angs — mq°s° deviendra 


p —2nqs +mq"s"— mq° . nq A 


. A 211 
on fera disparaître le terme — rai , en prenan 
m | | 


ut: et la UE , qui représente DO, | 


Fig. 47 fig. 27, j 48 ici le signe +, se portera sur la partie nel 


affectée aux abscisses positives. Onauraainsile centre 0. 
et l’équation proposée deviendra | 
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——— 


+ 1° 


m — n°? 
i/md° me 


pm n°? 
t 
| Ta a 


— a’, selon que la quantitépnm— n° 


on obtiendra 


b'? 


sera positive ou négative, et faisant toujours + mq 


129 


V/u2 Æ a. 
a 
| 
| 


Cette équation paraît renfermer deux cas distincts : 
elle n'en contient cependant qu’un seul; car si on élève 
3es deux membres au quarré , on en |déduira 


/2 


A an (Lu a?) ; 
Joù a — bu? — a°b"?, 
bu —a°r = b'2a"? 


? 
quations qui ne diffèrent l’une de l’autre que parce 


ue dans la seconde , a” et t tiennent la place qu’oc- 


Papent b"et u dans la première , et réciproquement ; 
{ suffit donc d'examiner ce que signifie l’une d’elles. 
| 


Je considérerai en particulier la seconde : on en 
re 


b’ CET 
= EE Vu — a; 
a’ V 

ordonnée { se construit en cherchant une quatrième 
broportionnelle aux trois lignes 

f 
, / 2 3, 
a’, b' et Vu — a 


Mont la dernière est une moyenne ass entre 
0 


== a’ et u + a’, et ne se trouve réelle qu’autant que 
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u >> a", La courbe cherchée n’a done, depuis w — ojus= 
qu'äu=a, et depuis u — 0 jusqu'àu——a", aucune 
ordonnée réelle ; et comme 4 =" et u——a donnent! 
également t— 0 , il en résulte que cette courbe ren- 
contre le diamètre DE aux points Let I’, où se terminent 
les abscisses OT et OT égales à a’, mais qu'elle ne 
s'étend point entre les droites IH et J'H'. 

Au-delà des points Z et 1° ,onau % a’, soit positi- 
vement, soit négativement, l’ordonnée t augmente sans 
cesse, et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 
attemdre. D’après ces considérations, il est visible 
que lè cours de la courbe est pareil à celui des lignes. 
KIk, K'TK, séparées par l'intervalle IL’, et dont les 
branches IX et 1k,I'K! et I'k s'étendent à l'infini. *| 

Si l’on considérait cette courbe par rapport à la 
droite LL”, c'est-à-dire en prenant + pour l’abscisse | 
et u pour l’ordonnée , son équation donnerait 


/ 
D y —7- | 
UE EVE + b"?. | 
Dans cette forme, w ne saurait devenir moindre que 
OJ et OT, et la courbe ne réncontre point son dia= 
mètre LL”. Il est évident par là que l'équation | 
at — bu — a°b'?, 


conduisant aussi à 
LOT TOR SE 
em È Vu La, 


doit appartenir à une courbe QZq, Q'L'q' de la mé) 
espèce que XIk, K'TR', mais tournée par rapport au 
diamètre LL’ des t, comme celle-ci l'est par rapport 
au diamètre ZI’ des u, 
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118. Si l’on avait a —ooupm—n—o ee s 
l'expression de + se réduirait à = + LVmqu® 


donnerait les deux équations distinctes 


t—!quV/m, t=——;qu Vm; 


À 


qui ne représentent que deux lignes droites menées 


bar le point O. Pourles construire on prendra à volonté 
une abscisse OR ; il viendra 
} 


} 
| 


| 
et portant ces valeurs de R en $ et en $’, ontirera 
OS et OS”, qui seront les droites demandées. 


Je vais comparer à ces droites la courbe ÆJK, en 
prenant pour une abscisse quelconque ON =u, la 
différence MF des.ordonnées correspondantes NM et 
INF. La première étant exprimée par 


vi ARR ss PT, 
3 V’mg. Vu — a ou; qu Vm. ve ne. 


let la seconde par 


3 qu V’m; 


| 


jobtiendrai 


| La différence 1 — (/ : 14 nn plus facile 


| A en. | ’ U , . a? 
| apprécier lorsqu'on développe l'expression / TE 
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or la racine du premier terme 1, étant 1 , on fer: 


fa | 
Varie. t: 
u° | 


a 


l—-——1 + 22 + 2°; 


et on aura 


* 
mais plus on supposera z considérable , plus la fractior 
2 
a 


is sera petite, et moins la racine 1 + z différera de 


l'unité : en négligeant donc , suivant la méthode don- 
née en AAbre n°21519 an l'équation qiseess 
on aura | | 
la 
LL — £ | 

Qu” 1 


Pour approcher ensuite davantage de cette va- 


A2 


leur , on fera z — — 


+ z',eton calculera semble 


14 
y 5 (42 
blement z’, qu’on trouvera — = et ainside suite (x) | 


But? 


OL 


À 


à | 
Der 1} 


MP —1quv m)| lier Pr etc. | | 


On aura donc 


— (a? a 
1 
Es ME ee ES ete. À 
9m + ete. |, 
d'où on voit que plus w augmentera, plus A7 dimi= 
nuera , Mais sans pouvoir jamais devenir nulle. 


Il suit de là que plus la courbe s ‘éloigne du point O, 
plus elle s'approche des droites OS et OS’, sans néans 


—— 


(*) On peut aussi tirer çe _ développement de la formule dy 
binome, 
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moins pouvoir les rencontrer; ensorte que ces droites 

sont les limites des parties X1k, K'T'k, de la courbe 

proposée , qui ne peuvent jamais sortir de l'angle SOS, 
et de son opposé par le sommet. 


119. Dans le cas où m— 0, on a simplement 
= 1 p — ongs : 


L . d.? . . A 
on réduit la quantité qui est sous le radical à un seul 
terme, en faisant 
| 2nq 
ret par ce moyen il vient 
PRE ? V'onqu, ou , i—+ Veu 


‘en représentant} ng par e’. On voit aisément que cette 
“équation donne £—0© en même temps que u—0o, et 

ique par conséquent le point du diamètre DE » Sig. 48, Fig. 48e 
"sur lequel on a pris l’origine des u, appartient àla courbe 
‘cherchée. Pour trouver ce point il faut faire u — o 

“dans l'équation 


= — om S 


2nq 2 


tposee ci-dessus; on ‘obtient s — + Pau eten portant cette 
: 2nq 


(quantité sur DE, du côté des abscisses positives, on aura 
We point 7, où la courbe proposée rencontre DE. 


| Si la quantité e’ est positive, on ne pourra prendre & 
que positivement ; mais rien ne limitera. sa grandeur , 
mon plus que celle de {, ensorte que la courbe doit 
s'étendre à l'infini de ce côté seulement, ainsi que 
de marque Jaligne R/r. Elle serait tournée du côté opposé 
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sie” était négatif, parce qu’il faudrait alors prendre u 
négativement. 


L’équation t— + eu se construit en prenant unë 
moyenne proportionnelle entre l’abscisse IN — uv etune 
droite égale àe”; le résultat est l'ordonnée VW, qu'il 


faut, ici comme dans les cas précédens, porter tant aus 
dessous de DE qu'au-dessus. 


Il faut remarquer que l'équation primitive bi 
“M 


t— Ep ongs | 


se réduit àt— #1 VP , quand 7—0, parce qu'alors 
la courbe considérée dans cet article, se change en 
deux lignes droites , menées parallèlement à l'axe des 


s, àune distance À /p , tant au-dessous qu’au-dessus 
de cet axe. Ces dés lignes se rapprochant de l'axe 
à mesure que p diminue, se réunissent sur cet axe 
quand p =o, et il devièit dans ce cas le lieu dé 
l'équation proposée. : 


120. D'après ce qui a été trouvé dans les numéros 


précédens , l'équation : 
+ bxy +cx + dy+ez=f 
ne peut prendre que l’une de ces trois formes : 
b' À é 
(+ V’a 2 at + bu — a2b'2 


ou, en faisant 
| t=—= EL V'u— a? disparaître b'u2—a°t—a2b"à 
# les radicaux, 


t=+ Veu t— eu 


selon que m est positive, ou négative, ou nulle ; elles 
_répondentau cas où la quantité {c—b, qui revient à 


. 
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dl (111),et qui est de même signeque 4AAC—B?, 


est positive, négative, ou nulle; elles sont comprises 
aussi dans la seule équation 


t=X; Vp— ongs— mq°s?. 


| Les courbes représentées par la première, qui 
“entrent sur elles-mêmes, et qui comprennent un es— 
pace fermé de toutes parts (115), sont désignées sous le 
aom d'ellipses. Celles que donne la seconde , compo- 
jées de quatre branches infinies formant deux parties 
séparées (117), se nomment hyperboles, et les droites 
éntre lesquelles elles sont renfermées (118), asymp- 
otes. Enfin la troisième équation est celle des sn 


Joles (119). 


. Pour achever la discussion de tous les cas compris 
dans l'équation générale 


Aÿ° + Bzy + Cx° + Dy+Ex—=#F, (1) 


l ne reste plus à considérer que celui où les deux 
coefficiens 4 et € sont nuls ; car quoique les transforma- 
tions opérées jusqu'ici deviennent illusoires, quand 
Æ—o, l'équation contenant x°, quand C n’est pas 
nul, peut être résolue par rapport à cette quantité, 
et les formules des numéros précédens servent encore, 

en y changeant y en x et æen y, c'est-à-dire, en für: 
sant de l'axe des ordonnées celui des abscisses ; mais 
le cas où A et C sont nuls tous deux, échappe en- 
tièrement à ces formules , parce que ares (1), 
réduite alors à la forme 


Bzy +Dy+Ex=F, 


n'est plus que du premier degré, par rapport à cha- 
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cune des coordonnées x ët.yr: il mérite’ donc un 
examen à part. 


Je mets cette dernière équation sous la forme 


zy + dy +ex=f, | 


ce qui n'en diminue en rien l'étendue, et j'en tire 


l'ordonnée ne devient donc jamais imaginaire. | 
Si l’on fait d'abord Y—=9 , ontrouve 

| | 

; a | 

z e À 

Telle est l'abscisse du point E ,Jig. 49; où la courbe 
cherchée coupe l'axe des abscisses 4B, et elle passe 


ensuite au-dessous , puisque y devient négatif quand 


{ 


x ET: Quand x — 0 ,il vient y mr valeur qui in=| 
e | 


| 


dique le point Æ où la courbe rencontre l'axe AC) 
des y. | 


En passant dans la partie négative de l'axe des x, 
J'ordonnée y continue à croître, parce que le déno-| 
minateur x + d diminue par la soustraction de x, et! 
deviento, lorsque x— — d. Dans ce cas, la valeur. 
infinie qu’on trouve pour y, montre que la courbe! 
ne saurait atteindre la droite GS menée sur l'abscisse 
AG——d, perpendiculairement à l'axe 48. 


Lorsque x, continuant à être négatif, l'emporte! 
sur d, la valeur de y change de signe , mais en com=— 
mençant par être plus grande.que telle quantité qu’on 
voudra; on voit donc par là qu'il faut prendre au- 
dessous de 4B, del’autre côté de. GS, une branche 


Li 


A LA GÉOMÉTRIE. 173 
K!I' semblables à XI, mais en allant en sens inverse , 


g'est-à-dire se rapprochant de 4B à mesure que l’abs- 
cisse augmente négativement. 


Il reste à savoir ce que devient y à mesure que x 
augmente, soit positivement , soit négativement ; et 
pour .cela, je divise par x les deux termes de l’ex- 
pression de y : il vient 


u 


— — e 6 
T 11 
RENE Rare POUR | 
|." 1 e# 
| 7 
| L4 . \ 
Irésultat qui tend sans cesse vers y ——e, à mesure 


. 
| 


Je 


F di 
que les fractions netes diminuent, ou quex augmente. 


Tirant donc à une distance AH — e, au - dessous 
de AB, HS! parallèle à cet axe, on aura une li- 
“mite de laquelle, les branches Jk et TR s'approche- 
xont sans cesse; et par conséquent les parties KIR et 
‘KT K' de la Abe cherchée ne sortiront jamais de 
l'angle SOS’ et de son opposé. 


Ce qu'on vient de voir sufhit pour montrer l’ana- 
Jogie qu'il y a entrela courbe que je considère main- 
tenant, et celle qui est nommée hyperbole; il serait 
imême AU de changer l'équation de celle-ci dans la 
Proposée , en prenant pour axe des coordonnées les 
\asymptotes indiquées dans le n° 118. Te ne m'arrêterai 
Point à ces détails, devant revenir sur ce sujet par une 
méthode plus g rénétale (129). Je me bornerai à mon- 
trer que si on prend, dans |’ exemple actuél , des coor- 
| données partant du point O, où se rencbitrent les 
\asymptotes GS et HS", en Faisant 


x=td,) y=u+e,; 
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l'équation proposée devient 


ut—f + de, 


forme sous laquelle on ‘voit bientôt que les deux: 
branches sont semblables. 


Y 

121. Chacune de ces équations paraît réduite à la! 
forme la plus simple; mais les coordonnées n’y sont 
pas perpendiculaires entre elles comme dans les é équa-, 
tions de la ligne droite et du cercle, dont j'ai fait, 
usage jusqu à présent : cependant la ation des où 
données est liée à celle des abscisses par la condition, 
que les premières sont paralleles à la droite qui touche! 
la courbe à l'extrémité de son diamètre.Pour s’en con: 
vaincre, il suffit d'observer que les points A et M’, 
Jig. 46, 47 et 48, se confondent en un seul , au point à 
circonstance qui forme le caractère essentiel des points. 
de contact (107). En effet, la somme des deux or- 
données, ou si Suange et points M et M” étant 


exprimée par 5 DLFP u? pour l'ellipse , par 


| 
| 


a 7 Via — &? pour l'hyperbole , et enfin par 2 V'8u 


pt la parabole , devient nul au point J, où l'on à 
u — a pour les deux premières courbes Etu —o pour 
Ja troisième. 


L'équation des ellipses étant symétriqué par rap 
port aux deux indéterminées £ et w , de manière que 
l'expression de u en t a la même Loue que celle de 
ten u,on pourrait prendre aussi less pour abscisses, 
et les 4 pour ordonnées, et on verrait que le diaéti 

Fig. 46. 11”, fig. 46, est lui-mème parallèle àla tangente menée 
parle point L. Les droites ZI’ et LI, jouissant toutes 
deux des mêmes propriétés, se nomment pour cette 
raison diamètres conjugués. Il est évident que dane le 


| 
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cercle , les diamètres conjugués doivent être perpendi- 

culaires entre eux, puisque la tangente menée à l'ex- 

trémité d'un diamètre quelconque lui est perpendicu- 

} Jaire : le nombre des diamètres qui jouissent de cette 

| propriété est infini pour le cercle. Il n’en est pas de 

. même pour l’ellipse ; mais quoique , pour cette courbe, 

\ l'analyse précédente n'ait fait découvrir que deux dia- 

| mètres conjugués, se coupant obliquemerit , elle en à 

* néanmoins toujours deux qui se rencontrent à angle 
l droit, ainsi qu’on le verra plus bas. 


r” 


… Si l’on rapproche ce que je viens de faire sur l’é- 
quation générale du second ordre-, de ce qu'on a vu 
dans les numéros 87 et 94, pour la ligne droite et 
pour le cercle, on reconnaîtra que l'équation d’une 
même ligne prend des formes très-différentes, suivant 
les coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc 
ètre utile de savoir changer ces coordonnées, afin 
de pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligre 
| proposée, l'équation la plus simple; et je vais cher- 
cheren conséquénce les formules générales pour chan- 
ger les coordonnées d’une courbe en d'autres situées 
| d’une manière quelconque , tant par rapport aux pre- 
| mières qu'entre #lles. 


D RS 2m mn œ — 


129. Le plus grand changement qu’on puisse appor- 
| ter dans le système des coordonnées, sans cesser de les 
| prendre droites et respectivement parallèles à deux 
Mlignes fixes, consiste à leur donner une nouvelle ori- 
: wgine et d’autres directions. J’embrasserai tout de suite 
“ce cas général, et je supposerai qu'on se propose d’ex- 
primer les valeurs des coordonnées 4P —x, PM—y, 
, fig. 50, relatives aux axes AB et AC, par deux autres 
coordonnées 4"P"=—t, P"M=u, rapportées aux 
axes 4°B", A"C'", dont on connaît la position à l'égard 
, des premiers. 


nd HT à 


Fig. 5a. 
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Ayant mené par la nouvelle origine 4", les droites | 
A"B"et 4"C', respectivement parallèles à AB et à AC, ! 
les distances 44’ et 4’ 4" seront données par l’hypo- 
thèse ; et en les représentant par & et par 8, on aura 


AP— AP + AA = A'P'4L 4 
PM=PM+ A'A"=PM+ 6. 


: 
Tirant ensuite parle pied de la nouvelle ordonnée P"M, | 
les lignes PQ et P’R, l’une parallèle à 4B et l’autre à 
AC, on observera que puisque les axes 4”B"et 4“C", 
sont donnés de position à l’égard de 4B et AC, ondoit” 
connaître tous les angles des triangles 4"P!'R, P'MQ 
ou, ce qui revient au même , les rapportsde leurs côtés! 
homologues : faisant donc à Lg 


»| 


LE) PR: PO OM Al 
AD — M ; AD" “rit y P'Mm TP» PM Ve q s | 
On aura 


A"R=m.A"P'= mt, P'R=n.A"P'— nf pe | 
P'Q=p.P'M=pn, QM=q?P'M—=qu, À 


| 


d’où on tirera ” Fe 
A"P' = A"R + P'Q — mt+4-pu, | 
PM = P'R + QM =nt + qu, | 


et enfin 


c—= AP = A"PILR à = nt + pu + u, 
Y =PM=PM +R — nt + qu +86. 


Telles sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les coordonnées x et y, faisant entre elles un 
angle quelconque , lorsqu'on les exprime par d’autres 
coordonnées du même genre , mais situées comme on 


voudra. 
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voudra. Voici maintenant comment on en déduit celles 
qui conviennent aux différens cas particuliers qui 
peuvent se présenter. 


1°. Si on supposait les nouvelles coordonnées paral- 
lèles aux premières, et qu'on ne fit que changer la 
position de l’origine , les lignes 4"C" et 4"C’ se con- 
fondraient, ainsi que 4”B2" et 4"B': on aurait par 
conséquent 
“MI,  n—=0O, p—=0Oo et q=1+T 
il en résulterait À 
Pre T—=t+a, y=u+e, 


| 


| “ , PR 0 . x . . ë » /] 
1e quil est facile de voir à priori, puisqu’alors 4"P* 
t AP” se confondraient, ainsi que PM et PM. 


En égalant à zéro ou & ou 8, on conservera dans sa 
lace ou l'axe 4C, où l'axe 482. 


2° Si on ne voulait changer que la direction des axes 
(B et AC, et qu on laïissât toujours l’origine au point 
1, les lignes 4"B” et 4"C’ tombant dans ce cas sur 
{B. et sur AC, on aurait en. même temps 


| 


& —=0O et Ê£"=O 


1 qui donnerait 


x —mt+pu, y =nt + qu. 


| M 

1On voit qu’en supposant m—1 etn—o, d'où il 
isulterait x — t + pu, y—=qu, on ferait coïncider 
Ligne 4"B" avec 4"B', et que par conséquent on 
aurait changé que la direction de l’ordonnée; on 
fouyerait de même que x —mtet y —nt + u sont 
5 valeurs de xet de y, relatives au changement de 

direction des abscisses. 
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193. Il faut observer qu’il y a entre les quantités 
n, pet q, qui dépendent de la direction des not 
velles coordonnées, une relation nécessaire , ensor 
qu'on ne peut les prendre toutes les quatre arbitral 
rement; car si, connaissant l'angle des axes primitr 
AYB' et 4"C', on se donnait encore les angles B”A*, 
et C"A"B", la position des nouveaux axes 4"B° 
A"C" serait entièrement determinée par ces if 
choses : ainsi, lorsque les quantités m, n,p et q, S0ù 
connues , on construit aisément les axes des deux sy} 
tèmes de coordonnées. | 


En effet, soient donnéesm, netp; ontirera d’abord ur 
ligne quelconque, pour représenter l'axe A"B/, et preuit 
sur cette ligne, une grandeur arbitraire A"R, on cons 
truira un triangle 4"RP", dont les côtés 4°R, P'RE 
A"P", soient entre eux comme les quantités m, n et ;; 
le côté P'R sera parallèleà l'axe 4"C’, etle côté 47 
donnera l’axe 4”B”. RE 

Prénant ensuite un point quelconque 7, et menit 
MP!, parallèle à P"R, il ne restera plus qu’à détern- 
ner la coordonnée P"M parallèle à A"C", ce qui s'= 
fectuera en tirant P’Q parallèle à 4"B", et en obs:. 
vant que P"Q : P'M::p 11. La droite P°M étit 
ainsi trouvée, on achevera le triangle P"QM , donie 
côté P"M sera parallèle à l'axe 4"C”; et le räppt 
des côtés P'M et QM donnera la quantité q. | 


Lorsqu'on passera d'un système connu de coordc- 
nées à un autre système également connu , les quä- 
tités m,n,petg, calculées suivant leurs définition, 
auront entre elles la relation dont on vient de païli;! 
mais il suit de ce qui précède, que la position à 
l'origine étant donnée, on ne peut déterminer la dire 
tion des nouveaux axes, de manière à satisfaire à/ps 
de deux conditions différentes, et que dans les (- 
pressions x == mt+pu+e, y—=nt+quH+8,# 


LA 
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quantités æ et y, £etu, ne sauraient être les coordon- 
mées d’un même point, relativement à deux systèmes 
We coordonnées droites et parallèles, tant quem,n,p 
etg seront quelconques. Voici un moyen très-simple 
Mdetrouver la relation qui doit exister entre ces quantités. 
} 


Si on mène par le point #7 les droites MG et MH, 
respectivement perpendiculaires à Æ4°8" et 4"B",et 
qu'on suppose connus les angles MP'B'—C'A"P" et 
MP'B"—= C'A"B", on aura le rapport de PM à 
P'G, et celui de P"Mà P'H. Nommant g le pre- 
| mier et À le second, il en résultera 

1 

IDPG—-EM KES et PH—P'MXh; 
lirant ensuite 4"M, et représentant 4"P° et P°M 
tar x’ety’, les trianglesobliquangles 4°P/M et 4"P"M 


'onneront 
y 


2 2 


L'M— A"P +P'M+24"P XP G=x + +ogx y, 
LM APP MESA" PS PH = Put + ohtu. 
F 


2 

‘nm égalant ces deux expressions de 4”, il viendra 
| LV + ogr'y = + u + ohtu; 

hettant pour x’ et y’ leurs valeurs mt<+ puet nt qu, 


Î 
naura 


Gr ogmn) PH (pe qe Hogpqh 

| temp + nq + 8 (np + mq)] tu = + ut + ohtu. 
ette équation devant avoir. lieu, quelle que soit la 
sition du point M, il faut qu’elle se vérifie toujours 
adépendamment de t et de u , condition qui donne les 


| OS équations 


M° + n° ReEMnE= 1, PH? +92gpq = 1, 
es mp + nq + g (np + mg )= À. 

L Chassant g des deux premières , le résultat 

| 1 
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(min) pq —{(pohqmn=pi nr 


exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire 


les quantités m, n, p et q. à | 


« 


124. On suppose le plus souvent que les nouvelle 
coordonnées ‘u et se rencontrent à angle droit, ains, 
que les premières; dans ce cas, les équations ci-dessus s€ 
simplifient beaucoup. Les angles AP°B et MP"B! 
devenant droits, P’G ou gyet P'Hou hu, s'évas. 
nouissent ; ensorte qu'on a seulement re 


m°+nm =1, 
PR CENL IE : 
. mp+ng—=0, | 


d'où on tire 
M—I—R, pi, 
mp=1i—m— qg+nq ; # 
et à cause de mp——ng, il vient fé 


n° + = 1. 
à 4: 
Comparant ce résultat avec l'équation m° + n° =1, 
où trouve g =m, ce qui donne p——n; on 
donc enfin 


a =mt—nu, y =nt+mu, 


en observant que les quantités met n dépendent l’un, 
de l’autre, en vertu de l’équation m° + n°=1. 


Fig.5r. La figure Bi, construite pour ce cas particulier | 
fait voir que m est le cosinus de l'angle B°4"B", qu 
n en est le sinus, et quon a 
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APEUARE D' O = mt — nu, 
PM = P'R+QM =nt + mu, 


| 


ñ . . 
comme Je viens de le trouver (*), 
EE ——— 2 
I(F) Rien ne serait plus aisé que de changer , non-senlement ici : 
Imais encore dans tout ce qui précède, les dénominations des lettres 
2 »2, P et q,ensinus ou cosinus des angles compris entre les axes 
des coordonnées : et on anrait alorsles frrmales rapportées dans plu- 
lieurs ouvrages , qu’on a publiés après les prem ères éditions de re- 
lui-ci : mas la notation que j'ai adoptée, ahiège L:$ express ons, et 
onserve mieux l’élegapce analytique. C’est sins doute par cette 
aison que MM. Lagrange et Monge ont generalement préféré, 
ans les transformations des coordonnéssqne renferment leursecrits, 
ésimples dénominations littérales, oux lignes trigonométriques , 
ue d’ailleurs Euler avait introdaites dans ces calculs dès 1748. 


La position respective des quatre axes qui se coupent au point 
{, étant déterminée par trois des angles qu'ils font deux à deux , 
à peut choisir de pla-ieurs manières les données de la question : 

suivante me paraît assez simple, 


Je pose, fig. 50, d ’ 
L B"A14"B! — d), C'A"C" = : C' A"B! — &, a. 


1 


C'A"B'—w—#%, CLARB' = 0 — + : 


dis faisant attention qu'en vertu du parallélisme des droites P'R, 
WW et 4"C', P'M et 4" C", P"Oet A"B', les angles 4"RP" 
P"OZZ sont supplemns de CA4"B", les angles 4VP'R eg 
t4"B", MP"Qe C"A4"B", P'MQ ct C’A4"C" sont égaux , 
iurai, d’après le n° 122, 
A"R __sinC'A4"B". sin(w— 4) 


L 


AP". sin C1" sin @ 
| P!'R sinB"A"#" sind 
== — — 7 — — = — , 
| APE CGR CAR". sine 


vi P7O __ sinC4"C" __ sm 
PT PM — sn CR. one 
OM _sinC"4"B _ sin (æ—+) 


F 2 PM OR A side 


1 résulte de là que , 
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Pour changer à-la-fois, dans ce cas l’origine de 
coordonnées et la direction de leurs axes, il faudré 
donc prendre 


x—mt—nuke, y—nt+mutHE(22), 
en ayant égard à l'équation 


mm +n = 1, 


et on ne pourra disposer alers que de trois quantités} 
savoir , æ, B et l’une des ‘quantités m , n. | 
il 

| 


sin (æ — sin 

AMP! = x! — C A, 2 n + u, 
sin & sin © 

sin sin (© — +) 

PM =y = Tr + ——— uv, 


sin © sin © + 


Il n’est plus besoin de considérer aucune équation de cond 
tion, puisqu'il n’y a dans le calcul que les quantités nécessair: 
à la détermination des systèmes de coordonnées. , 

Si l’on suppose que l'angle C’4"B" des axes primitifs soit droi, 
on aura sin & = 1, étil viendra seulement. Al 


x! =tcos 9+ u sin, 
y’ =t sin@ + u cos +. 

I est visible que Pangle C”4"B" des axes des nouvelles co0! 
données est exprimé en général par © — +++; s’il devait à 
droit en même temps que celui des axes primitifs, on aurait 


17—mp—Ÿd==113 d'où #——4, {: 

et 
sin Ÿ=——sin ?, cos — cosæ (23), 
et par conséquent 
x" tcos &— u sin @, | 
J'=tsin $+ucoso, ! 
ainsi qu’on le déduirait immédiatement de la figure 51 où la 
_A" C" tombe de Pautre côté de l’axe 4"C”, par rapport à L: 
AB, circonstante exprimée par le changement de signe M 
l'angle +. 1 


by 
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195. Je vais exposer maintenant les simplifications 
qu on peut apporter à l'équation générale 


Ay° + Bzyst Cr + DytEz=F....(i), 
par le moyen de la transformation des coordonnées, 


en ne cessant pas de les prendre perpendiculaires 
entre elles. 


Si l’on fait 
x—mt— nu+ a, y=nt+muk+e, 


le résultat de la substitution de ces valeurs dans l'é- 
\quation (1) sera encore une équation complète du se- 
cond degré, en°u ett; mais comme on y aura in- 
troduit trois quantités arbitraires, on pourra s’impo- 
ser autant de conditions, qui simplifient ce resultat, 
igaler, par exemple , à zéro, les coefficiens des quan- 
tés ut, tet u, afin de faire disparaître les termes 
qui en sont Éecréss : on obtiendra alors une équation 
de la forme 

A+ Cu = F, 
semblable aux deux premières du n° 120. Cette forme 
est remarquable, 1° en ce que les deux valeurs def, 
étant égales, et de signes différens , il s'ensuit que 
l'axe des nouvelles abscisses w est un diamètre (111); 
12? en ce que chaque valeur de w, prise positivement 
et négativement , donnant les mêmes valeurs pour t, 
lil en résulte que l'origine des v , placée sur le Lite 
du diamètre , est le centre de la courbe (114). 


Le calcul devient plus simple, lorsqu’au lieu d’ef- 
fectuer en même temps, par les expressions ci-dessus, 
les changemens d'origine et de direction des coordon- 
nées, on transporte d'abord les axes parallèlement à 


eux-mêmes. Si, pour cela, on prend 
| 


= x ka Y=Y + 8, 
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l'équation (1) deviendra | 


+ (248+-Ba+D)y +{(2Ca+BBLE) x’ 
+ AB+Bas+ Ca +DB+Ez=F 


Les quantités « et B étant toutes deux arbitraires: 
on peut en disposer pour faire disparaître les termei 
affectés de x’ et de y’, en posant les équations 


248 + Ba + D—o, 2Cxa+ BB+E—=0O, (a) 


desquelles on tire 


Ay®+ Bx'y + Ca 
0 


_BD=24E BE — 2CD L 
rar LAC Bitte AO BY L 


AU ne reste plus après cela dans l'équation (2), que 
les termes affectés de y?, x'y',x'?, et des termes : 
dépendans des D FE pes x’ et y”; ces derniers 
réduisent à l’aide des équations (a). En effet, multi- 
pliant la première de celles-ci par 8, la nl par æ! 
et retranchant leur somme de l'équation (2), après | 
avoir supprimé les termes qui doivent s ’évanouir, 
viendra 


AY°+ Br'y + Cx'°— AB — Baf— Ca —F.. al 


Je place à présent les axes des coordonnées dan: 
une nouvelle direction, mais toujours à angle droit | 
en prenant ( n° piécéaent) | 


x = mt—nu, y'=nt+mu; 
et ces valeurs étant snbitituéée dans l'équation (5},, » 
la changent en 


CAn° + Bmn+ Cm\r | 
+ [2 (4— Cimn+ B (m°— n°)] ut | 
+ CA4m — Bmn + Cn°]u° (a) 
— AL — Bal — Ca —=F | 
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Les deux quantités m et n ne devant satisfaire qu'à 

… l'équation m° += 1 , il en reste une à déterminer, 

et j en dispose pour ôter le produit ut, en égalant à 
zéro son coeflicient, ce qui fournit l’équation 


2(4— 0) mn + B(m° = n°) =o.....(m). 


L 2 


Faisant ensuite, pour abréger 


An? + Bmn + Cm° — 4! 
Am°— Bmn + Cn =C 
AB + Bal + Ce +F=F", 
l'équation (4) devient 
| AH Cu = F, 
Fa 
* et prend ainsi la forme demandée, en supposant toute- 
: fois qu'on puisse trouver des valeurs réelles pour m 


. et 7, qui sont données par des équations du second 


: degré. 


126. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 
équations 


2(4—C)mn+B(m—w)=0o, 
| mn = 1, 
: La première donne 
… B(m—n). 
RICA 


TILTL 


| si on fait TD =? qu'onélève au quarré la 


valeur de mn, qu’on en chasse n°, au moyen de l’é- 
quation m° + n°— 1, il viendra 


Li ai 
1+ 47" 


| Mt — Mm— — 
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d'où on tirera 


mi SSL 9" 4 ee hé 
sn re TOR Eee 
D'OLTAE. 2/1 + 47° 
: 1 
puis IE ————> ; 
2V1 + 47° 


mettant au lieu de y la quantité qu'il représente, et 
substituant les valeurs de m° et de n° dans l’expres- 
sion de mn, on trouvera, en n’ayant égard qu'aux 
signes supérieurs des radicaux, 


CA 
2V(C— AY+ RE 
A 
2V(C— AY +8" 
B 
2V(C—A) +R 


mm =; + 


mn 


Les valeurs de m et de n, tirées de celles de m° 


et de n°? seront affectées des signes 5 mais on voit 
par l'expression de mn, que ces signes doivent être 
choisis de manière que le produit mn soit de même 
E | * 

signe que 2 (>). 


{#) Si, comme il est indiqué dans la note, page 181, on fait 
B"A"B'=%, on aura 
M = COS, n—sind, 
d'ou 
4 mn — Sin @ COS & —; Sin 29 (11), 
M? — n? = COS? — Sin ?? =COS 2, 


ct par conséquent 


=SMm29 , À ÿ mn B 
=> (ans 26 —= ZE ———— 
cosage u 7 7 ne 2(C— À)’ 


formule qui donne tout de ssuite l’angle que fait l'axe des £ avec 
celui des x. 


| 


| 
| 
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En substituant les valeurs de m°, n° et mn, dans 
les expressions de 4°’ et de C’, et en réunissant les 


|_ termes qui ont le même dénominateur, on verra, 
| avec un peu d'attention, que leur numérateur sera 


divisible par W(C— 4) + B°, etque 


AZ} (C+ A) HV (C— AY + P>, 
C'=i(CHA—IV(C— AY +, 
L'examen de ces expressions conduit aux consé- 
quences suivantes. 


1°. Les quantités 4’ et C’ sont toujours réelles. 
9°, Si À et C ont le même signe, qu'on peut alors 
supposer + , en changeant, s’il le faut, le signe de 


tous les termes de l’équation (1) ( page 183 }), 4’sera 
toujours positif, et C’ le sera seulement quand 


a 


CH+HA> V(C—AY+E, 
condition qui revient à 
(CHA)>(C— 4) + B?, 
ou à 2AC>— 2AC +B, 
ou à AL D". 
et de laquelle il résulte que 44C — B? est une quantité 
positive. 


3°. Si À et C sont de signes différens, ou que 4 
étant positif, ou rendu tel , € soit négatif , il viendra 


A'=3(A—C)+ 3 V(CHAÏ +, 
C'=i(4—0C)—i VC+FAY+ EF; 
alors 4’ sera positif et C’ négatif; mais à cause du signe 


— dont est affecté 44C, la quantité 44C— B° est 
négative. 
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Il suit de là que Île signe de C’ dépend de celui de 
la quantité 44C— B?. | 


4. Enfin si 44C — PB, il viendra C’—0o, cir-# 


Constance remarquable non-seulement parce qu’elle 


réduit à 42 — F'latransformée d'P+ Cu? —F, mais 
encore parce qu elle rend ixfinies les expressions de æ 
et de B( page 184); on ne peut donc , dans ce cas, 


faire disparaitre à-Ja-fois les termes affectés de y" et® 


de x”, dans l'éqüation (2). 


127. Pour parer à cet inéonvénient, je ferai immé- 
diatement dans l'équation (1) 


T—=MI—-Nnu, ÿ=nt+ mu, 
ce qui donnera 
CAn + Bmn+ Cm°1e 
+ L2C4— Onn+ B (m°— n°) ut 5 
+ C4m— Bmn + Cn‘]u° @) 
+ (Da+Em)t+(Dm—En)u=F 
Je poserai l'équation 


2(4— C)mn+B(m—n)=0o....,(m), 


pour faire disparaître le produit ut; les valeurs de m 


et de n, ainsi que celles des coefficiens det*et deu, . 


seront donc les mêmes que dans le n° précédent , et 
la transformée deviendra 


AU+ CHE (Dn+Em) t +(Dm—En)u =F (6). 


Pour achever de la simplifier #il reste à changer l’e- 
rigine des coordonnées , en faisant 


tt Ha, u=u +, 


et on obtiendra 
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AV? HCu®+ (24/4 + Dn+ Em}t 
+ GCE+ Dm — Enju' 

+ d'a + CB + (Dn+Em)a + (Dm—En) 6 — 


Il est encore évident, sous cette forme, que le terme 


affecté de w’ ne peut disparaître gl QUES, car 
l'équation 


2C"8 + Dm— En =0, 
qu il faudrait poser dans ce cas, donnerait 8 infini = 
je disposerai donc des deux dhautités arbitraires à 
et &’, pour ôter le terme affecté de {’ et ceux qui 


sont En À des coordonnées u’ et f’, ce qui en- 
traine les de 


+ Dn+Em=o, 
A'a HT Ce OST +(Dm—En)8 —F = o. 


Faisant ensuite, pour abréger, 
2CB + Dn—En=—E, 
j'aurai l'équation 
AH Cu? — Eu — 0. 


Pour reconnaître-tous les cas embrassés par cette 
transformation , il faudrait chercher quand &’ et £/ 
peuvent etre déterminés par les deux premières équa- 
tions posées ci-dessus ; mais il suflit, à l’objet présent, 
de considérer le seul cas où C'=o("), ce qui réduit 


(*) Tous les autres étant compris dans l’équation 
At+ Cu = EF, 
qu’on change aisément en 


AB+Cuw2— Ew=0, 
D Er Er 
en faisant u=u/#/, et £ =72 VCF. 
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ces mêmes équations à 


2A'& + Dn + Em—=o, 
A'&? EL (Dn+Em)e +(Dm—En)£ —F=0o, 
et la transformée en #’ et u”, à 
AB EU". 
On simplifie encore les équations entre «’ et £, en. 


retranchant la seconde de la première multipliée par, 
«", et en observant que l'hypothèse C’—o donne 


Dm— En——#%; 


il vient alors | | 
2A'&# + Dn + Em =o | (a') 
AR ue TOM oO Et OT à k È 

i 
Enfin l'hypothèse €’ — 0, qui répond à 44C —B?, 
étant établie dans les résultats du n° précédent , les: 
change en 
A'=C+1, s 

C À PET v’AC 


D'ECRAN E D CAVE CET 


Lorsque Dm — En —0o,ona E"—0o, et les équa- 
tions (a”) ne renfermant EL que l'inconnue «’, peuvent | 
ne pas s’accorder; mais par cette hypothèse et en »| 

faisant C— 0, la transformée ent et u (p. 188), ! 
prend la forme 


l 
AB+LDiI=F, | 
et ne contient plus que la coordonné t. 


198. Tous les cas de l'équation générale 


Aÿ° + Bxy + Cx°+ Dy+Ex—F, 
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sont donc compris dans les trois transformées 


AP + Cu =F", 
AVS Eu, 
AC+D'i=F, 


les deux dernières répondant au seul cas où 44C—B#*, 
et la première à tous les autres. 


Les trois formes indiquées dans le n° 120, se re- 


trouvent dans les deux premières équations ci-dessus. 


avec la seule différence que les coordonnées sont main- 
tenant perpendiculaires entre elles; et pour cette rai- 


| son on appelle axes les diamètres auxquels sont alors 


rapportées les courbes que représentent cés équations, 
dont je vais rappeler les circonstances principales. 


1°. Si les quantités 4’ et €’ sont toutes deux posi- 
q 


* tives, ce qui répond aux cas de l’équation générale , 


dans lesquels 44C — B° a le signe +, la transformée 
TLACUET: 


| donnant 


PUVÉETEE Cu 
= ” 


appartient à une ellipse (120). 


On en trouve les demi - axes Ol'et OL, fix. 59ï, Fig. 5. 


en cherchant la valeur de w lorsque t —0o, et celle 
de t, lorsque u — o : on obtient ainsi 


Let représentent ces lignes par a et b, on en conclut 
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F' F! 
eu 2 TA Vel er : 
F = d'où € ns ? 
74 T4 
y — hp? y 2F | 
Te Ne es D: | 
2 U à $a 
— 2 2 | 
nt d'oùt=+- Wa —u, 


résultat qui est semblable à celui du n° 115, et qui, 
se construit de même. | 


Le cas actuel comprend aussi l’équation du cercle 
qui se présente quand C” ai puisqu'alors la trans: | 
formée devient 


A'(PHU)Z=F, ou PEU, 


| 
et que les coordonnées sont à angle droit. | | 


: L'équation 4’ + C'u° — F' devient absurde quand, 
A" et C’ demeurant positifs , F” est négative; mais. 
elle peut se vérifier en faisant { —0o, u —0, lorsque 
F'—o, et ne représente alors. que le point où est 
l’origine des coordonnées : c’est l’ellipse réduite à son 
centre (116). En mettant dans la valeur de F” (pag. 185) | 
celles de « et de B, on exprimera sans peine, par les, 
coefficiens de l’équation (1), la condition qu’elle doit 
remplir pour signifier quelque chose. 


. » J 
2°. Si 4’ et C’ sont de signes différens, ce quiré— 
pond au cas où 44C — B° a le signe —., l'équation. 
en £ et u prend nécessairement une de ces formes : 


AC — Cu = F, 
AC CF; | 
et sion met pour 4” et C’ leurs valeurs en a et b,, 
il 


ri 
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il vient, après les réductions ] 


D 1 r b 
al) d'où t= + = Vu + a, 


a? 
tt ns me US me ps _ CORSA 
Mo ns 10... I=+-Vau #4 


Ces deux équations appartiennent à des hyperboles 
(120); mais la première: est traversée par l'axe des + 
et non par celui des 4, parce qu’on ne péut y avoir 
t— 0 : le contraire a lieu pour la seconde. 


Il faut remarquer que quoique la valeur { — #7, 
qui répond àu— 0, dans la seconde » Soit imaginaire , 
pn ne laisse pas d'élever au centre O »Jig. 53 , uneper- Fig. 53, 
>endiculaire OL — y/b° — b', et que, par analogie 
iec l’ellipse, on appelle second axe la ligne LL’ 
ouble de OZ ; mais on en distingue , par le nom d’axe 


‘ransverse , la ligne ‘ZT’ qui rencontre la courbe, ce que 
ae saurait faire la ligne £Z/, 


_ Lorsque C’— Ales axes deviennentégaux, et l'hy- 
erbole est équilatère. | 
Il est visible que quand F”— 0 ; 


= les équations de 
‘hyperbole se réduisent à 


5 FT " 
A'P— Cu —=o, ou t=tup/C 


& ne représentént plus que deux lignes droites (1 18). 


Lu ie é 
3°. Quand on a 44C — B2, la transformée étant , 


AV=EN, ouf=+i/ =) 
A! ? 


ppartient à une parabole qui rencontre son axe IB ; 
18: 4, à l'origine des coordonnées 1’ et 4. 


; Fig. 54 
Trigonométrie. 6° édition 13 | 


s'accordent, il vient 4'1°=—0, résultat qui , donnant deux 
fois 1 —0, indique l'axe 1B sur lequel les branches de 
Ja parabole tendent à se réunir, lorsque Æ” diminue. | 


La deïnière transformée 


AP+Dt=F, | 


ne donnant aussi pour { que deux valeurs déterminées} 
indique deux droites parallèles à l'axe des w, 


Enfin il est à propos de remarquer que l'équation | 
AY + Cu°—E'u =o(127) » 


est commune à l’ellipse, à l'hyperbole et à la para: 
bole ; on a la première de ces courbes quand 4° € 
C' sont de mème signe, la seconde, lorsqu'ils son 


de signes différens, et la troisième, lorsque C" = 0. | 


L: 


Le point sur lequel se trouve l’origine des coordon: 
nées étant placé à l’une des extrémités de l'axe , si 
nomme le sommet. Dans l’ellipse et dans l’hyperbole| 
il y a deux sommets marqués J et 1", fig. 52 et 53, 
la parabole n’en ayant qu'un seul , fig. 54, n'a poin 
de centre , et c’est pour cela que son équation n! 
saurait prendre la forme 


A+ Cuw—= Fr. 


D 


129, Après avoir reconnu par les formules des n° 
précédens, à quelle espèce de lignes se rapporte te 
cas particulier qu’on voudra de l'équation générale, 01 
a encore besoin , pour tracer cette ligne , d'établir le, 
axes des coordonnées de la transformée, par rappor 
aux axes primitifs, et de construire les quantités À! 
C', F' ou E'; c'est à quoi le lecteur tant soit peu h& 
bitué à particulariser des formules générales , ne saw 
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 rait éprouver de difficulté : aussi je ne pense pas qu’il 
: soit nécessaire, pour des opérations qui ne sont point 
| de celles qu'on pratique souvent , d'entrer dans une 

énumération de règles presque toujours effacées de la 
| mémoire lorsqu'il arrive d’en avoir besoin ; ét l'exemple 
“suivant, quoique très-simple , suflira d’ailleurs pour 
en montrer l'inutilité, 


; Soit l'équation r 


Ty + Dy + Ex =F; 
en la comparant à l'équation (1), on en conclura 


= , Da 10 C0 
AAC ©, B?=1 


ret puisque 44C n’est pas égal à B?, c’est à la trans- 
formée 
AP+ Cuw—=r 


que se rapporte le cas que l’on considère. On trouve 
ensuite (pag. 184et 185), 


t——D, B=—E, F=F+DE: 


puis (page 185), 
}. 
A'=+, je EME 


a ) 


let par conséquent 
at =F+HDE, où Fu —o(F + DE): 


‘la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les 
deux demi-axes sont égaux à W2(FHDÉ) , et tra- 
wersée par celui des t (128). En remontant aux 
transformations opérées par les valeurs 


Î 

| 

TZ =x +4, I =Y+E, 
| z =mt—nu, Ÿ = nt + mu, 


19. 
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on voit d'abord que l'origine des tet'Ges u répond au 
Fig. 55. point où SA y—8; prenant donc, fig. 55, les. 
distances 44'—— D, AA"=—E#, le point 4” sera, 
cette origine. Calculant ensuite la valeur de m, ow, 
du cosinus de l'angle que forme l'axe des { avec ce= 


1 4 
Jui des x, on trouvera le nombre -——, qui répond 
2 2 


à 07,5 ; et faisant l'angle 4"4M4B", égal à 09,5 ,. puis, 
menant Æ#”C" perpendiculairement à 4”B", on aura, 
Jes axes des { et des uw; prenant EM et | 


AT = VF 4 DE), on déterminera les sommets, 
I et J' de l'hyperbole qui est le lieu de l'équation 
proposée. | 


La même marche conduira toujours au résultat , 
pour quelque exemple que ce soit; et j'ai choisi 18 
précédent, déjà traité dans le n° M. afin de prouver 
que la courbe indiquée dans ce numéro, par ses 
asymptotes , est une hyperbole, et d'en. trouver des. 
axes (*). défis) A 

5 | 

Souvent. aussi on cherche quelle est la courbe. 
douée d’une propriété particulière , qu’on ignore ap= 
partenir à une courbe déjà connue; mais alors] équa-. 
tion relative à cette propriété rentre dans quelques- 
unes des équations qui ont été discutées : c'est ce que, 
montreront les questions suivantes. 
oo 

(*) On pourrait déduire immédiatement de” léquaton générale ; 
des lignes du second ordre , l'équation de l’hyperbole, par rapport | 
à ses asymptotés, en transformant les coordonnées: rectangles "en 
d’autres dont l'angle soit indéterminé. On introduirait alors quatre | 
quantités arbitraires (125) dont on disposerait pour faire disparaître 
les termes affectés de 12, u? etu, Ce qui réduitait l'équation ges | 
nérale du deuxième degré à‘ la Fotisé Brut — À ; mais on trouverait | 


que les quantités metn un ’ont des valeurs récit que dans le cas : 
où4AC—Baa le signe—, c’est-à-dire bts rt seules | 


ment. ; k 


- 
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190. Trouver l'équation d'une courbe telle que si 
l'on mène de chacun de ses points M , fig. 59, à deux Fig. 52, 
| points fixes , F et F’, les droites MF et ME’, la somme 
de ces lignes soit égale à une ligne donnée. 
Si on représente par aa la ligne donnée, par 2c la 
| distance FF des points fixes, en prenant pour origine 
des coordonnées le point ©, milieu de FF", ensorte 
que OF— OF = c,.et faisant OP = x) PM=7Yy, 
‘on trouvera 
FP= c— HP, », 


x 
Les triangles PMF, Br. rectangles en P donnant 


ME= VFP+PM , MF =VFP Li 


2 
>] 
bon obtiendra 


MF=V GP +Y, MF =4#ÆE Ty; 


Mnais en posant MF—2, ilviendra MF" — où — z E 


puisque par l'énoncé on a, sur toute la courbe 


“herchée, 


\ 
{ 


MF + MF =9a, 


» 


? L 
IE par conséquent 


F3 =ÿ/(c —z) +, 24 — 3 — VC+x)E 


‘n élevant au quarré, pour faire disparaître les ra= 
lçaux, il en résultera 
t 


F a C— 207 + 2H y, 
40 — 402 + 2° = CL ocx + x? GE 
Ptranchant la seconde de ces équations de Ja pre- 
“ère, il restera 


| — 4a° + 4az = — ox , 
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d’où 


Œ — cx 
=>, 


substituant enfin cette valeur de z dans la première 


expression de 2°, on parviendra à l'équation cherchée, 
qui sera, après les réductions, ë 


at + x — «°c + a (x? +7). 


Cette équation n'étant que du second degré, mon- 
tre que la courbe cherchée ne peut être que l’une 
de celles qui ont été discutéeslprécédemment ; et pour 
reconnaître à quelle espèce elle appartient , je donne 
à son équation la forme 


dy (a — cr = af — «°c?. 


En la comparant alors avec 4’f + C'u° — F", après 
avoir écrit dans cette dernière y et æ pour tetu ,0n 
aura | 


A=e, C=e—c, F=at—acz= «(a— 0). 


d'où l'on conclura qu'elle est celle d’une ellipse;. 
puisque , c étant moindre que @, les quantités 4’, C 
F", sont essentiellement Mo. (128). En posant, 
pour abréger, ad — c°—b?, il viendra 


ay + bx? = ab? 


d’où l’on tirera 
b RP à 
2 a — x? 
ÿ= + 


Les demi-axes OT et OL de cette .ellipse sont res= 
pectivement a et b ; et comme b’—a° — c*, on tire 


de là 
ce = a — b?, c=V/a pb, 
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ce qui fait voir que lorsqu'on ne connaît ue les 
axes ZI’ et LL‘ d'une ellipse, on peut trouver sur le 
plus grand des deux, les points Æ et F” pour les- 
quels MF + MF'=IT, en décrivant du point L, 
comme centre et d'un rayon égal à l4 moitié du grand 
axe ZI’, un arc de cercle ; car aux intersections Æ et 
F' de cet arc de cercle avec l’axe ZI”, on a, 


ÔOF'Es OF -VFL — OL = Va —= b?. 


L'énoncé du problème que je viens de résoudre, 
offre donc une propriété commune à toutes les ellipses, 
savoir : que la somme des lignes MF et MF”, qu'on 
nomme rayons vecteurs, menées aux points fixes F 
et F’, pris sur le grand axe, et qu’on appelle foyers, 


est toujours égale au grand axe. 


131. Cette propriété donné un moyen très- simple 
de trouver autant de points qu’on voudra des ellipses, 
ou même de les décrire d’un mouvement continu, En 
effet , si l’on prend à volonté une ouverture de compas 


. FM, moindre que OT, que du point F, comme centre, 


on décrive un cercle avec cette ouverture de compas, 
et qu’ensuite, prenant pour centre le point Æ” et pour 


‘rayon la différence FM entre le premier rayon FM et 


l'axe IZ', on décrive un second cercle, il coupera le 


- premier en deux points M et M”, qui appartiendront à 


l'ellipse. En répétant ce procédé avec diverses ouver- 
tures de compas , on obtiendra de nouveaux points de 
l'ellipse demandée ; et si ces points sont un peu mul- 
tipliés, on pourra , en les joignant par un trait libre 
de la main , achever la courbe d’une manière d'autant 
plus exacte, que les points déterminés seront en plus 
grand nombre. 


Lorsque l’ellipse doit être fort grande, on la trace 


Fig. 56. 
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par ungmouvement continu, en fixant aux ‘points .Æu 
et Æ”, les extrémités d'un cordeau dont la longueur 
est celle de l’axe F1’; on tend ce cordeau par le moyen 
d'un piquet M que l’on fait glisser le long du même 
cordeau, jusqu’à ce qu'il se trouye au point d’où il 
est parti : alors il a tracé l'ellipse demandée. 


Il est utile aussi de se rappeler que la distance ce, 
d'un foyer au centre, se nomine excentricité. 
à 
7 « b x SE REed . F 
L'équation y = + - V/a— x fournit une cons= 
" (#À Ne : ù 


truction par points, très-commode dans Ia pratique.w 
Ayant décritducentre © de l’ellipse demandée, fig. 56, 
deux demi-cercles, l'un sur le grand axe et l’autre sur“ 
le petit, pris pour diamètres, et mené un grand” 
nombre de rayons ON, ON’, etc., on abaïssera sur” 
l'axe J[”, les perpendiculaires PN, P'N', etc., et on! 
mènera par les points R, R', etc., où les rayons ON, 
ON”, etc. rencontrent le plus petit des denx cercles, ! 
les droites RM, R'M', etc. parallèles à 11’; les points 
M, M, etc. que ces parallèles détermineront sur les “ 
perpendiculaires PN, P'N', etc. äppartiendront à l’el- 
lipse cherchée. Par l'opération que je viens d’ indiquer , 
on n'obtient que la moitié de cette courbe; mais en” 
répétant la construction au-dessus de l'axe II, on 
l'aura toute entière. | . 


Pour reconnaître l'exactitude de cette construction, 


il suffit d'observer qu’en vertu du parallélisme desw 


droites RM et II’, on a 
ON OUR CR PIN DIT: 
et puisque ON =a, OR=b J OR: il en ré-ù 
sultera À 
PN= VON — oP =y a — x, 
ab: Var: PM, 
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pu=? = = = y. 


132. Je modifierai dans cet article le problème 
que j'ai résolu dans le numéro précédent, et je de- 


manderai qu'on ait MF" — MF— IT —aa , fie. 53, Fig. 53. 


au lieu de MF + MF'— 0 ; c'est-à-diré que la diffé- 
rence! des rayons vecteurs soit constante. En gardant 
d’ailleurs les dénominations de l’article cité, on aura 


MF XV FP UE PM — y 3 = VC —x) +" 4 
Mr =VFP + PM —0a+:— V’{c +x) +4" ; 


- d'où on tirera 


2 Ch LE NT, - 
4a® + 4az + 2 = 0 + ocx + x + ÿ° ; 
retranchant la première de ces équations de la se- 
conde , on obtiendra | 


cr — 
ee ab 


4a® + 4az— 4cx ou z — a 


et par cette valeur de z , on parviendra à l'équation 
CC — d°\°r 
——— | —=C —9cx + x x 
(=) +2 + y 
qui, par le développement , se réduit à 
(c° — a)x? — a°y° = a°(c° — a°). 


Dans le cas actuel, où c>a, il faut prendre b—c?—«?, 
ce qui donne , 
bx2 — ay° — a?b?, 


équation appartenant à l’hyperbole; cette courbe 
jouit donc de la propriété, que la différence de 
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ses rayons vecteurs MF et MF’, est égale à l'axe trans-" 
verse Il, sur lequel ouvent les foyers F et E’. 


J'ai déjà fait remarquer que l'hyperbole #’avait, 
à proprement parler, qu'un axe (128) , mais que pour“ 
conserver l’analogie , on concevait un second axe LI” 
mené par le point O , perpendiculairement au premier; w 
b exprime la léhgueur OL de la moitié de cet axe, et 
l'équation b® —c?— a, donnant c— V/ a + 0°, fait 
voir qüe pour trouver les foyers F'et F”, il faut prendre « 
les distances OF et OF’ égales à l'hypoténuse du 
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes OI 
et OL. 


133. La propriété dont jouissent les foyers F'et F" 
peut servir à la construction de l’hyperbole par points. 
Pour cela, du point F, comme centre, et d’un rayon, 
FM , qui ne soit pas moindre que IF, mais d’ailleurs 
quelconque , on décrira un arc de cercle, puis on pren 
draun rayon F"M plus grand ou moindre que le premier 
d’une quantité égale à Z1”, et le cercle décrit sur ce der- 
nier, du point F” comme centre, coupera le premier dans # 
deux points A et M’ appartenans à l'hyperbole. 


Pour décrire une portion quelconque d’hyperbole 
par un mouvement continu, on assujétit une règle à 
tourner autour du point F”, on fixe à l'extrémité À de 
cette règle et au point F , un fil dont la longueur soit \ 
moindre que F"R de la quantité 11”; on fait ensuite 
tourner la règle en appuyant contre elle, avec un style 
M, le fl RMF, de manière qu'il demeure toujours 
tendu : le style Mtrace ainsi un arc de courbe qui ap- 
partient à l'hyperbole dont l'axe est 11°, et dont les 
foyers sont F'et F”. 


134. Je me proposerai encore de trouver l'équation 
d'une courbe telle, que chacun de ses points soit autant 
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éloigné de la droite AC , donnée de position , Gg. 54, Fig. 54- 
que d'un point fixe F, également donné de position. 


Si l’on prend sur la droite 4B , menée par le point 
F, perpendiculairement à 4C, un point { situé au mi- 
lieu de la distance 4F , ce point appartiendra néces- 
sairement à la courbe cherchée , puisqu'il sera autant 
éloigné de la droite AC que du point FF. Faisant 


IF="AI—=c IP=&œ, PM=Y;, 
on aura, pour un point quelconque 7, la distance 
QM=— AP = AÎ+IP=c+x; 
et le triangle rectangle FPM défnera | 


MF VF + PM — V/Cc— x) + ÿ9 ” 
puisque FP=—1F— 1P. En développant, on trouvera 


MF =V e2—0cx+x + y; 

mais par l'énoncé de la question, OM— MF": donc 
+x— V/c2— 900 x + x + y 

En élevant au quarré.et réduisant , on obtient 
ac'x = — 20x + y où Y—4Cx, 

équation à la parabole (128). 

135. Pour construire la courbe, d’après la propriété 
que je viens d'employer à la recherche de son équa— 
tion , il faut, d'un rayon FM pris à volonté, décrire 
un cercle, faire AP — FM, et mener par le point P, 
parallèlement à la ligne 4C, une droite PM: le point 
M où cette droite coupera le cercle appartiendra à la 


parabole demandée ; caril est évident que la droite QM 
étant parallèle et égale à AP , sera égale à FM. 


Fig. 57. 
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Cette même propriété donne lieu à un mouvement” 
continu par lequel on trace la courbe, Pour cela , on 
place le long de 4C, une règle sur laquelle on fait 
mouvoir une équerre dont l’un des côtés représente læ 
droite QE ; on attache au point F l'extrémité d'un fil 
dont la longueur est égale à QE, et dont l’autre ex- 
trémité est fixée au point £ ; on tend ce fil par un style 
en l’appliquant contre le côté QE, et le style décrit 
une portion de parabole. 


156. La question qui a conduit ci-dessus à l’équa-… 
tion de la parabole , peut être modifiée de manière 
à embrasser les trois courbes du second degré. Il suffit 
pour cela de l’énoncéfrainsi : Trouver l'équation d’une 
courbe dans laquelle la distance entre un point quel- 
conque M et. le point fixe F , fig. 57, soit à la dis- 
tance MQ entre le même point M et une droite AC, 
donnée de position, dans un rapport constant. 

Soit 1: 7 ce rapport, et que l’on tire du point F 
sur ÀC la perpendiculaire 4B; il est évident que la 
courbe cherchée rencontre cette droite dans un point + 
TJ, tel que 

IPS AL: vois 
ensorte que si on désigne 1F par c’, il en résultera 
Aline 


Faisant IP=x, PM —Yy, ïl viendra en vertu du 
triangle rectangle PMF, de même que ci-dessus, 


MP=VG ESF, 
etcomme OM — 4P = AI4 IP = nc'+ x, on aura 


Ve — x) y: nckx lin, 


d'où on tirera 
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nc x = nV/(— x) + y 
élevant au quarré, on obtiendra enfin. 
n” n°y® + (n— 1)x— 9 (n + 1) ncx — 0, 


Cette équation , d’une forme absolumentsemblable 
à l'équation 41? + C'u®— E'u! —0o, du numéro 128, 
appartiendra à l’ellipse , à l'hyperbole ou à la para- 
bole , selon qu’on auran > 1,n<:1,oun—=1,et 
Montre par conséquent que la propriété qui ft le 
sujet de la question proposée, est commune aux trois 
courbes du second degré, par rapport auxquelles la 
droite ÆC est nommée directrice. 


A , & « . L2 
En donnant à l'équation ci-dessus la forme 


dresse 


tet en remarquant que plus n 2 eue ; plus les frâc- 


| 


position de z infinie, elle doit se réduire à 


Ro 10 VINS. , | 
Ltions — et - diminuent, on verra que dans la sup- 
nn | 


y +x—ox—0, 


héquation qui est celle d’un cercle dont le rayon est c”, 
bet pour lequel l'origine des abscisses est placée à l’une 
l des extrémités du diamètre (04) | 

| * 137. On a vu dans le n° 198 S que Ps Thy- 
pperbole €t la parabole, peuvent être données par üné 
h seule équation ; et il est remarquable que celle-ci peut 
| aussi se déduire immédiatement de l'une quelconque 
1 des équations 

2 


b b? 
ds 2 : 2 ÿ Sommet A2 ue (1? 
— 7 (à 2%), ur ) 


a 


Y 
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qui, se rapportant au centre, semblent particulières à W 

l'ellipse et à l’hyperbole. Pour cela, il suffit de trans-" 

porter l’origine des coordonnées, à lin des sommets. 

des courbes que représentent ces équations. En effet, 
Fig. 5 Si dans les figures 52 et 53, on fait, IP = x",onaura 
et 53. par là première, 


x ou OP=OI—IP=a—x. 


et par la seconde, | 


æ où OP—OI+IP=a+x. 
La substitution de ces valeurs changèra les équations” | 
rapportées ci-dessus en ; 
ob? » b? ob? b? 


{2 À ré (4 /2 
TL — — TL EE — XL 
a BAT TUE d 


2 ——— 


qui reviendront à 


Pape, pepé tes, 


2€ 


: 2b? TER + ; | 
si l’on pose — —p; et l’une ne différera de l’autre 
ART | 


que par le signe de a : l'inspection de la figure 53 
montre aussi que l’abscisse IP étant regardée comme 
positive, l’axe ZI’ est nécessairement négatif. 


En mettant pour b° sa valeur, relative tant à l'ellipse 
qu à l’hyperbole, il vient 


L 


2 (© 


pr CO G%0), p= 


2 (°° —a 


) (182); 


mais il est à propos d'introduire la distance IF à la 
place de c qui représente la distance OF; et en fai- 
sant IF= c', on trouve, par la figure 52, 
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ce ou OF=OI—IF—=a—c, 
par la figure 55, 
c on OF= OI+IF—= a ce: 


ces valeurs donnent 


__ 4ac —9c"? __ 4ac” + 20° 
— : in és 


? 
expressions qui ne diffèrent encore que par le signe de a. 
Toutes les deux étant réunies dans la formule 
Li 


PL 


4ac' & 96? RAT LE 
= —————— 4 RÉ 


a 
ont également pour limite 
p—=4c, | 


lorsqu'on suppose a infini; mais dans ce cas les équa- 
tions 


2 r ITR a 


2a 


se réduisent à 


J=pr ous y, 


par l'anéantissement de la fraction _ ; et donnent 


“ainsi l'équation de la parabole (184). 


L'équation 
2 — LES +2 
JE OA 


est donc propre à représenter chacune des lignes du 

second ordre : elle appartiendra à l'ellipse quand a 

sera positif, et au cercle si p—2a; à l’hyperbole 
“ 


208 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 
quand a sera négatif, et à la parabole lorsque « sera 


infini (*). 


158. La quantité p se nomme le paramètre : c'est 
dans l’ellipse et dans l'hyperbole une troisième pro- 
portionnelle aux deux axes, puisque sa valeur 


POV AE AD" 
2e 0 


conduit à la proportion 
Sa ADD 23 


ne ” à r 
et dans les trois courbes , elle exprime la valeur de 
la double ordonnée qui passe par le foyer. En effet , . 
lorsqu'on prend x = c’, il vient 


D ‘el 
D, pr RE 0 
Lx 2 7 a 2a ) 


d'où on MÉPOERS 


Lac — oc? 


4y° Ur = p", € 2ÿ =p. 
139. Les équations 


à 2 Y2PR /2 
=SpT "0 
Ÿ CRE 


c —20 
(*) L'expression p.— ps =, qui se rapporte à l’ellipse, pren- 
drait une »aleur négative, si r on y supposait c” > 24, el l'équation 
J=pr — e x'2, se changeant en 
« . = 


” UNE FT MR 

| à Ÿ Ppz-+ Sa LE 
appartiendrait à l’hyperbole; mais c” éxprimerait alors la dis- 
tance entre le sommet et le foyerle-plus éloigné, où 2F", fig. 53. 
étant 
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Étant mises sous la forme 


+4 1 38a a 4 /a 
"=; Gax ), ÿ° =; (ax +x?), 


: 
| 


one déduit les suivantes 


Y' LETTRE JON 7, AP; 
” x'(2a—x) 2a° x'(2a+-x')  3a° 


| TA ME :: 

desquelles il résulte que le quarré de l’ordonnée PM 
q q q | 

est dans un rapport constant avec le produit des lignes 

HP et l'P , qui sont respectivement x’ et 2a— x’ prur 

Vellipse, fig. 52, x’ et 2a + x’ pour l'hyperboe, 

pse, JI& ; Le Ye 

fig. 53. Ces distances du pied de l’ordonnée à chacun 

116 ‘ B 

des sommets de la courbe, étant nommées abscisses, 

(on dit que dans l'ellipse et dans l’hyperbole, les quarrés 

des ordonnées sont entre eux comme les produits des 

bscisses correspondantes. 


En effet, si on désigne par X” une abscisse différente 
de x’, mais toujours comptée du même point, et par 
F l'ordonnée correspondante , on aura, 


er sn va LE © / /2 
= -- (ax XSLT = ,: CaX + X7°), 


Yoù on tirera 
| Yi x (2a— x) ! X' (aa — X’) 
pour l'ellipse, | 


W p:r:x(atz):X (04 X) 


bour l’hyperbole, en supprimanttoutefois dansle dernier 
apport de chacune de ces proportions le facteur com- 
aun ‘4 
le 2a 

L'équation de la parabole yÿ*— px’, étant traitée 
Trigonométrie. 6° édition. 14 


! 
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de la même manière, donne seulement / 


VIE SAN, 


ce qui fait voir que dans la parabole, les quarrés des 
brdoniées sont comme les abscisses correspondantes: 


140. Il suit de la comparaison des formules rap- 
portées dans les numéros 120 et 128, qu'il y a pour 
chaque courbe du second degré, au moins deux sys+ 
tèmes de coordonnées dans lesquels l'équation de cette. 
courbe se présente sous la forme la plus simple : l’un! 
de ces systèmes est celui des axes ,: et l’autre celui de’ 
deux diamètres conjugués ; et je vais montrer qu'il y à 
un nombreinfini de systèmes de coordonnées quijouis= 
sent de la même propriété: Pour le faire, j'appliquerai 
Ja: transformation des coordonnées aux équations re= 
latives aux axes. ‘i 


n' 


| 
| 
| 


2 Spa b? | 

Soit premièrement celle de l’ellipse Y== (a? x°), 

14 

qui revient à | | 
cy° + b2x? — a2b? ; 

j'observe d’abord , qu'il est inutile de déplacer l’origine! 

des coordonnées, qu'il faut laisser au centre ; et n’ayant 

à changer que la direction des axes, je prendsseulement 


æ—mi+pu, y—nt+# qu(129). 


Je laisse indéterminée l'angle que les nouvelles coor- 
données doivent faire entre elles, et dont le cosinus est | 
représenté par k (123), et je ne tiendrai par consé= 
quent aucun compte de l'équation 


mp + nq + 8Gp + mg) = À; 
il n’en sera pas de même des équations 


mé + nb ogmn = à , p°+ q° + 28pq = 1 ; 


* a ’ « 
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arce que les coordonnées x et y étant réciproquement 
erpendiculaires, il en résulte g — o, d'où 


MæHR—=1,  p4q—:: 


kS quatre quantités m , n,p et q, il n’en restera donc 
me deûx dont il soit possible de disposer. En faisant la 
abstitution des valeurs de x et de Y, dans l’équation 


ay + b? 2 css, 


a obtiendra 
PP Em) (aq bmp}ut-+(a°g°+-bps}u° up, 
: pour simplifier cette dernière, je poserai 


| œnqg“+ bmp—=o, 
\qui la réduit à 
GR? + Lime) 2 (ag + Bipt)ur— abs. 
Dur comparer cette équation avec 
a+ bu — ah, 


( les mettra sous la forme 


(esne pourront alors devenir 


identiques, indépendam- 
int de £et de 4, que par 1 


a supposition de 


1 Œ@n + bm2 


1 a°g°+- bp? 
ME or nn, 
Equi donnera 

pa. ob NPA se 


mme md 
an + bm: 2 


| 
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Pour s’assurer de la possibilité de cette transforma: 
tion, il faut voir si la détermination des quantités m , n, 
pet q, n’est sujette à aucune exception. L'équation, 
ll 

ang + bmp —©, 4 
| 


mise sous la forme 


n q b? 
ra AA | 
fera toujours connaître le rapport de p à q, ou cehh 
de m àn.Sionentire , Le 
| | 
q nb" m 
D'ANEGNn | 
| 


7 TL 
Sr Paule 
il viendra { 
gq = pr 5 dû | 

ë 1 
substituant dans p° + g°— 1, on en déduira | 

pr), . 

| . 

d’où l’on conclura 14 
1 T 
PERS TE 
V” 1+7r V 1+r 


. . ; CN ’ \ | 
expressions qui demeureront toujours réelles, quelle q' 
soit r. L’équation m° + n° — 1 ne pouvant détermu 


qu’une des deux quantités m et n, laisse absolument fl 


| nn nat, à À 
déterminé le rapport — qui entre dans les express(s 
m 11 

de petde q, lesquelles, par cette raison, devienntt. 
susceptibles d’une infinité de valeurs différentes : il à 
donc en effet une infinité de systèmes de coordonnis. 


| 
| 
| 
| 
| 
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(dans Jesquels l'équation de Fellipse a la forme 


ù 
| 


tabsolument semblable à celle de l'équation aux axes 


at + bu? ce 0% 


. ay° + bx?—a°2b?. 
141. En opérant sur l'équation de l’hyperbole 


2 


| b | 
== (x—a) où &y°— ba — «6°, 


comme ; je.viens de le faire sur celle de l’ellipse, on 
aura successivement 
(a°n°—b°m°)+2(anqg—b’mplut+(a°q jte phu=— «lb, 
a WU mp O, 
a n° — bm — b°p"_, 
EE 


tet comparant la dernière équation à 


t? u? 
SP EAT ra 
on trouvera 4 
| 22 2 
| b'2 =. a b a? — 2b 
T7 œ@n— b°m°? "aq — bn 
Q' "0" 


(Les expressions de p et de q seront de la même forme 
«dans ce cas-ci que dans le précédent, et pourront don- 
| mer par conséquent une infinité de valeurs, d'aprèscelles 


| nb / . TL CR 
k qu'on assignera au rapport — : On sera donc fondé à 
m 


| 
Î tirer pour l'hyperbole une conclusion pareille à celle 


| qui vient d’être énoncée pour l’ellipse. 


| 142. Je passe à la parabole ; son équation y—4c'x, 
| me peut être transformée en une autre qui luisoit serma- 


2: . 
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blable , par les formules, 


T—= mt + pu, y = nt+ qu. 


On obtient en effet la résultante 


nt + onqut + q'u*— 4c' (mt + pu) ; 

de laquelle il faudra faire disparaître les termes 

affectés de {?, ut et u, ce qui s’effectuerait en posant 

n—O, p—0 ;mais il s'ensuivrait m—1, q—1 » TN 
Y—=u, etl’onretomberait surles coordonnées primitives: : 
il n’en sera pas ainsi en déplaçant en même temps l'ori-|. 
gine. Si l'on substitue à x et à y leurs valeurs les 

plus générales, 


mt pute, nitqu+e(s), à 
il vient alors : 

nt Honqut + q°u? 

+ 26(nt + qu) — 4 (mt+pu) | —0o. 

+8 — juc! | 
Pouvant disposer maintenant de quatre quantités à! 
cause des deux nouvelles indéterminées g et &, on 
fera ssparql e Îles termes affectés de ut, det, et. 
les termes i pendans de t et de u, en posant 


Î 
1" 


2nq—=0, 28n—/4{cm—o, B— {ue —0. 


! 


f 


La première de ces équations peut être satisfaite de. 
deux manières : soit par n—0, soit par g—=0o; mais 

n —= 0 donne m —0, dans la seconde équation , ce qui. 
ne saurait s’accorder avec l'équation m°? + n° — 1. En le 


adoptant la valeur 9—o, le terme qu? s'évanouit , 
et il ne reste que | 


4c'pu 


242 # CRE 
nl = 4cpu ou l— EE, 


équation semblable à celle quise rapporte à l’axe de Ia È 


e 
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courbe. La supposition de 9—0, introduite dans l'é- 
quation p* + gè— 1 , donne 
pt; 

de 28n == {c'’m=— o, on tire 
| É: ac 
| m” 8° 
| et cette équation, combinée avec m° Æ n° — 1 , déter- 
, mine x et m: L’équation B?— {ac —o, détermine 
. aussi «, lorsque 8est connu ; mais cette dernière quantité 
“reste susceptible de telle valeur qu’on voudra. 


143. Les remarques précédentes conduisent à cette 
question : un diamètre quelconque étant donné, trouver 
la position de son conjugué. On la résoudra en obser- 
vant que lorsque dans la‘figure 50 du numero 122 , Fig. 50, 
l'angle CAB , ou celui que font entre eux les axes des 
coordonnées primitives x, y, est droit, les triangles 
P"A"R et P"MQ deviennent rectangles, l’un en R, 


4 


» 


| ch 


l'autre en Q; d’où il suit que m— représente 


| AP 
ke cosinus de l'angle P"4*R ou B"A"B', et que 


R— pr en est le sinus; que P= y 


| ", (4 y 17/4 UE P>/ OM 
» le cosinus de l’angle HP" Q ou C’ 4", et que g— PM 


représente 


en est le sinus. 


,… Si l'on rapporte ces mêmes dénominations sur les 

1) figures 58 et 59, en prenant [1° pour l’axe des x, Fig. 58 
OF pour celui des t, et OH pour celui des u, il *°9 

viendra | 


n sin #OI 
7 —— AQU ui HOT ; 


p cosHOI 
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et comme les équations 


0 
ang + bmp = 0, * | 
ang — b’mp— 0, 


obtenues dans les n° 140 et 141 , peuvent être mises 
sous la forme | 


il en résultera: 


2; 


tang FOTtang HOT — re r 


le signe supérieur $e rapportant à l’ellipse , et l'inféæ. 
rieur à l’hyperbole :#on déterminera donc aisément | 
l’un desangles F'OT et HOI , quand l’autre sera connu. 


Fig. 58. 144. On peut sobstituër dans l'ellipse , fig. 58, aux | 
angles OF, HOT, les coordonnées des points Æ et 
H, car si j'on Hesbhe 


OE para, EFpar8, 
OG para, GHparf’, 


- 


il viendra 
Fr. 16 
tang MOE Æ : 
GEL, à LS 
tang HOI— ? | aka ; 
et par conséquent 
he mic 
d'u rrQ2? 


ce qui donne 


BB +. bux — 0, 
équation qui, jointe à celle de l’ellipse, 


a + b2a2 — athès 


* 
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fera connaître soit & et B, soit # et B', c’est-à-dire 
l'un des points F, H, quand l’autre sera donné. 


Dans l’hyperbole, fig.59, æetBn ‘appartiendront Fig: 09 


plus à un point de la courbe, puisque le diamètre 
OF ne la traverse pas; mais comme il ne s'agit ici 


* que de la direction de ce diamètre, on peut prendre 


au lieu du point F, le point R, correspondant à l'ab- 
scisse OT , et faire en conséquence 
d'ROLES à”, ÉRCIN",: 
ce qui donnera 
B LCA RE 
tang FOI =—- _ 
a? Ga à 
d'où 
all — De ==) à DORE 
En déterminant B par son moyen , cette équation 


fera connaître le point À, mais il faudra la combiner 
avec 
/ la LES | 
a2B 2 —_h°4 2 ni — a°b?, 


si c’est le point A que l’on cherche. 


145. Dans la parabole , on a g =0 ; il suit de là qué 


l'axe des u, OH, fig. 60, est para lèle à celui des x, Fig.6o. 


et que sa position ne dépend que du point O, où il ren- 
contre la courbe. Ce point se trouve dtebuiné par 
la quantité æ, laquelle représente évidemment l’ab- 
scissé 1G, qui répond, sur l’axe JB , au point de la 


courbe où l'on a en même temps £=0, u—0o; et 
/ 


EC. VIRE ; 
l'équation rs ÿ donne alors la tangente trigonomé- 


trique de l'angle comprisentre l’axedes t et celui des z. 

Je ferai remarquer en passant , que lorsqu'on a 
trouvé la position du diamètre qui est le conjugué 
d'un diamètre donné , on a celle de la tangente-de la 
courbe , au point où elle rencontre ce dernier, point 


218 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 


qu'on peut prendre arbitrairement. En effet ( 121 ) ; 
dans l’ellipse et l'hyperbole , fig 58 et 59, le diamètre 
OF est parallèle à la tangente HT’; et dans la para- 


bole , fig. 60 , ce diamètre est, lui-même tangent à la 
courbe en ©. 


Réciproquement, quand on sait mener la tangente 
dans un point quelconque de la courbe, on en conclut 
sur-le-champ la position du diamètre conjugué. 


146. Dans les équations 

al + bu — ab", ab = — ab", 
dont la première appartient à l’ellipse , et la seconde à 
l’hyperbole, les lettres a et D’ représentent les deux 
demi-diamètres conjugués; en effet , quand t— 0, ik 
vient ‘ 
u—œa où OH =, fig. 58 et By; 
et lorsque u — 0, il vient , 

= be, joues te; 
ce qui donne, pour l’hyperbole comme pour l’ellipse | 
. : 
OF —b" (128). 


Il est facile de voir que les quantitésm,n,p,q,peuvent, 
au moyen des équations m+m=1, p+q=1, 
et de celles qui résultent des expressions de &°? et de 
b'2, être éliminées de l'équation de condition qui 
détermine la position respective des diamètres conju- 


gués, et qu'on doit parvenir à une relation entre ces 


lignes et les demi-axes. Le calcul s'effectue fort sim- 
plement de la manière suivante : 


On:tire d’abord des expressions de a”? et b”, rela- 
tives à l’ellipse (140), les équations 


«aq? + a°b?p? — a b*, b'an° + b'°bm° = a°b* ; 


# 
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et en y joignant respectivement 


dFP=1, ‘'n'fm'=1, 
on aura deux systèmes d'équations, l’un en q° etp*, 
l'autre en n° et m°. Le premier système donne sur- 
le-champ, | 
à __ = ab b? (a?— a?) 
y A D? a(a?—b) 
PETER = PE) 
pour obtenir n° et m°, il suffit de changer a’ en b’ dans 
ces valeurs, et il vient 


À 1 b°( Cm D’? ) 
FTP)" 
Ds a(b— 12) 


MERE) 
“Cela posé , l'équation de condition (140) 
anq + bmp = 0 : 

revient à cnqg—= — bmp, 
et en la quarrant , on obtient 

afn°q® — bim°p?. 
Si l’on substitue dans cette dernière, les valeurs de n°, 
m°, g°, p°, on pourra effacer les dénominateurs ; car 
ils seront lesmêmes dansles deux membres ; et on aura 

(— a?) (a— D?) —(a2— D) (b°2— by. 
Développant , réduisant et décomposant en facteurs, 
il viendra 
#  (at—Df)— (a — Bb) (a? + b2) — 0; 


puis supprimant le facteur commun a°—b°, on trou- 
vera enfin 


a+ b= a+ b?, ou OF + 0H ONF OL. 
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Les expressions de a/* et de b”®?, relatives à lhy- 
perbole (141), conduisant aux équations 


aq —a°b°p°=—u"b, ban —b*bm— a°b?, 
et-l’équation de condition étant 
ang— bmp, 
on voit qu'il suffira d'affecter b° et b® du signe —, 


dans le calcul précédent, pour l’approprier au cas 
actuel, et qu'on en tirera par conséquent 
+ 


——2 ——1 —— 2 —2 
d—b2—@ tb, ou OF—OH—=OI— OL: 
donc la somme des quarrés des demi-diumètres conju- 
gués dans l’ellipse, ou leur différence dans l'hyperbole, 
est évale à la somme des quarrés des demt-axes, ou à 


leur différence. 


147. Si on multiplie entre elles les expressions de 
a’? et de D’? däns l'ellipse , on obtiendra 


atbt 
a 2b'2— . 
atn°q*+- db*n°p° + a*b°m°gq° + bim°p”° 
mais en quarrant l'équation a°nq + bmp = 0, il vient 
aïn°q® + 2a°b®mnpq +- bim°p° = 0, 
ou 
afn°q°® + bim°p* —— 2ab°mnpq; 


etavec cette valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l'expression de a’°b’?; 
qui deviendra 


QD —— OR RM 
 ab°n°p® — 2a°b*mnpq + æ&b°m°q 
a°b? 
Er ( np LIL mg) 2 


prenant de. part et d’autre la racine quarrée, on aura 
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ab! — 


a 111 ps 
mm 60 ou ab" (np — mq ) = ab. 
Il est important de remarquer quela quantité np—mgq 
n'est autre chose que le sinus de l’angle que font entre 
eux les deux diamètres conjugués OF'et OH fig. 58; car Fig: 58. 
n et m étant le sinus et le cosinus de l’angle FOI, q 
et p le sinus et le cosinus de l’angle HOT, la formule 


sin FOH = sin (FOI+ HOT) 
= sin FOI cos HOI + cos FOT sin HOI(r), 


- donne 
sin FOH = np —mq, 


si l’on fait attention que l'angle AOI tombant au-des- 
bmp 

| | œ@n ? 
qu'il faut rendre positif dans cette formule, et prendre 
par conséquent — g au lieu de + q : on aura donc 


sous de l'axe ZI’ a un sinus négatif, g—— 


ab! sin F'OH — ab, 


Il est facile de voir quesi du point F on abaisse sur OH 
la perpendiculaire FQ, on aura 


FQ— OFsin FOH— b" sin FOH ; 
et que par conséquent l’aire du parallélogramme 
FH = OH X FQ—=«b" sin FOH : 


on doit donc conclure de ce qui précède, que le rectangle 
formé sur les demi-axes a et b, ou OI et OL , est égal 
au parallélogramme FH, formé sur les deux demi- 
diamètres conjugués OF et OH. 


On reconnaîtra que la même propriété a lieu dans 
l’hyperbole, en formant de même le produit a’2b'3; mais 
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Fig. 59. il faudra prendre garde que dans la figure 59 , l'angle 


FOH = FOI — HOI. 


On déduit de là cette propriété remarquable : que 
les parallélogrammes construits sur des diamètres con- 
jugués, soit de l’ellipse, soit de l’hÿperbole, sont 
égaux au rectangle des axes , puisque ces parallélo- 
grammes, ainsi que le montrent les figures , sont com- 
posés de quatre autres Hlllosranes égaux, cha- 
cun, au quart du rectangle des axes. 


1 


148. Si on désigne par s le sinus de l'angle FOH, on, 


aura l'équation 
a'b's — ab, 
que l'on combinera avec 
a? - b'2 — @ + b? 
dans l’ellipse, et avec 
a? + b2 — ca — b? 


dans l’hyperbole, pour trouver les demi-axes a et b, 
lorsqu'on ne connaîtra que deux demi-diamètres con- 
jugués, et l’angle qu'ils font entre eux. Quand on aura 
les axes, on arrivera facilement aux angles qu'ils font 
avec les diamètres conjugués, en se servant des expres- 


sions de q°, p»°, m°, n°, rapportées dans le n° 146. Ces” 
JP; ) > Tap 


expressions donnent 

q° b? ( a? — a?) n° b? (a —b"®) 

p° _ &@(d?—b) > m°? he æ(b®—b)? 
et par l’extractionde laracine quarrée , on parvient aux 
tangentes des angles HOT, FOI. 


Une remarque qui se présente aisément , et que je 
ne dois pas omettre, cest qu'il y a dans une ellipse 
quelconque deux date es conjugués égaux entre eux. 
En effet, si dans les équations 
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a+ at, dbs SAS 
on suppose a = b’, onen tire les valeurs 


bb __  2ab 


St 
— 


a? a+ pb? 
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| 


fa a° + b? 
A 
2 ? 


qui font connaître la grandeur de ces diamètres et 
l'angle qu'ils comprennent entre eux. La supposition 
de a’ — b', dans les valeurs de q’, p°, n° et m°, rend 
égales la première et la troisième, la seconde et la 
quatrième ; on a donc tout ce qu'il faut pour déter- 


miner, par rapport aux axes, la position de ces dia 
mètres. 


Lorsqu'on y rapporte l'équation de l’ellipse » elle 
prend la forme 


URSS 
Prhu'=a", 


et devient semblable à celle du cercle ; la seule diffé- 
rence qui subsiste est l’obliquité des coordonnées t 
et u; aussi peut on construire cette ellipse, en incli- 
nant les ordonnées du cercle sous l’angle que font les 
diamètres dont je parle : de là résulte un procèdé assez 


simple pour tracer une ellipse par points, lorsque l’on 
"connaît ses diamètres conjugués égaux, 


Je laisserai au lecteur le soin d'effectuer les cons- 
btructions des expressions rapportées ci-- dessus. Ce que 
bj'ai dit me paraît remplir le but que je m'étais pro- 
| posé, savoir , de montrer comment on peut dcduire 
Les principales propriétés des lignes du second degré , 
| par une méthode vraiment analytique , et indépen- 
tdante des constructions géo métriques. 


149. Ce ‘n’est pas seulement en les rapportant à un 
Lax: des abscisses, par des ordonnées parallèles entre 
belles, comme on l'a vu jusqu'ici, que les courbes 
Peuvent être définies par des équations ; il est à propos 
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de remarquer que tout système de lignes, propre à 
déterminer les différens points d'une courbe , peut 
également en fournir une équation caractéristique. 


La relation 


obtenue dans le n° 130, entre le rayon vecteur FM=—z, 
Fig. 52. fig. 52, et l'abscisse OP — x, peut être considérée 
comme telle, par rapport à l’ellipse. On en déduit 
une construction très-simple de cette courbe ; car en 
se donnant x , on obtiendra par des lignés proportion- 


.! CE » CN à 
nelles la quantité PE. et retranchant cette quantite 


de a , on aura z ou FM ; ensuite, du p ntF,comme 

centre, et d’un rayon égal à FM, on décrira un arc 

de cercle qui coupera la perpendiculaire PM dans 

un point M appartenant à l’ellipse. Si l'abscisse tom, 

bait dans la partie OI de l'axe, x devenant négatif, 
CT 


il viendrait poi‘ce casz = a+ ——. 


Cette équation diffère des précédentes en ce que 
l'ordonnée, au lieu d’être constamment parallèle à une 
même droite, change sans cesse de direction, et n'est 
assujétie qu'à passer par un point donné ; aussi l'équa- 


ë CÆ List : : : 
tionz—a——, quoique du premier degré, n'ap- 
a 


partient plus à une ligne droite, comme lorsque ses 
coordonnées sont respectivement parallèles à des axes 
fixes. 

Dans le système que je considère maintenant, il est 
assez naturel de placer l’origine des abscisses au point 
F, duquel partent les nouvelles ordonnées ou les 
rayons vecteurs, et de remplacer , en conséquence, 


OP = x par FP = x", ce qui donne. 
æ 
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% ou OP=OF—FP—c— +, 


r , 

C(c— x Ce cx 
et PC ram PRNC: éor 2 ° 

a a a 


mettant b° au lieu dea?—t?, on aura 


__b®+cx’ 
DD D. 

Eofñn le plus souvent, on introduit l'angle ZFM à 
la place de l'abscisse x’, ce qui se fait en observant 
que dans le triangle rectangle FAZP on a 


& 


WP = FM cos PFM,. d'où x = —z cos IFM (23) ; 
nommant donc ? l'angle IFM, on obtiendra 


b— cz cos @ b? 
BE ———— ,ou z— 6 
a a + ccos® 


Cette dernière équation est d’un grand usage dans 
l'application de l'analyse à l'Astronomie : on la nomme 
équation polaire, comme toutes celles dont les or- 


données partent d’un même point qu'on appelle le 
pôle de la courbe. 


| 


L'équation z — TT relative à l'hyperbole (132), 


Étant soumise aux transformations précédentes , de- 
vient successivemerñt 


C—Q —cx b— çcx 


Le = 
a a 
b2— cz cosb? b2 
=, où 3 — 7 1! . 
a 4 a+ ccos® 


Dans la parabole, en faisant FM=2, fig. 54, et 
à cause que FM — OM (134), on a 


3 = c Lx: 
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mais x représentant JP , il vient 


LT = IF — FP = c—x", 
pra (4 4 
d'où x=2—x#, 


2c’ 


1 cos? 

150. Les trois équations polaires obtenues ci-dessus 
peuvent se lier entre elles, en introduisant dans les. 
deux premières, au lieu du eco axe b , le para=: 
mètre , d'après lequel on a b? = + ap (137). Par cette 
Sub dun , l'équation de l’ellipse, se changeanten 


3 = 20 —2C0S@, OU Z — 


2 A L 

+ & + C COS @ 1 + © cose L € 

devient celle de l'hyperbole, quand a est négatif etc>a 

(”), celle de la parabole , quand on fait c—a et a, 
infini, cas où p — 4c’. 


__ 


| 
$ 4 


0 € . 
On peut encore faire - —e, ce qui donnera 
«a 


‘ | 
a(1— e) A 


—=92a(1—e 2— ————— —, 
P ) 1 Le cos @ 


\ 
Sous cette forme, on aura l’ellipse quand e C1, Je 
cercle, si e—0 ; l’hyperbole, sie> 1, et que a soit | 
négatif ; la parabole, si e— 1, et que a soit infini. 


| 

Enfin si l’on veut chasser & du résultat précédents 
et le remplacer par la distance du sommet au foyer, 
on emploiera la relation c—a—c (137) qui donne 


ae—œa—c, d'où a— 


(*) + doit être pris alors pour le supplément: de ZE M , fig. 68. 
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c'Curta), | 

1Hecos® 
151. Les propriétés fondamentales de l’ellipse, de 

H'hyperbole et de la parabole , énoncées dans le n° 139, 

ret qui ont lieu, soit par rapport aux axes, soit par 

apport aux diamètres, se retrouvent dans as diffé 

‘rentes courbes qui résultent de l'intersection de la 

| surface conique par un plan quelconque. En voici 

les démonstrations synthétiques. 


= 


et Cp OMR SEE à 


Soit ASB, fig. 61 , un cône quelconque à base cir- Fig.Gx. 
hculaire, c'est-à-dire le corps terminé par la surface 
lqu'engendre, en glissant sur la circonférence du cercle 
WACBD , une droite assujétie à passer par le pointS, 
dans toutes les positions qu’elle prend. 1°. Il est évident, 
que si l’on coupe ce cône par un plan quelconque CSD, 
mené par son sommet S , on obtiendra deux lignes 
droites qui répondent aux deux positions prises par 
la droite génératrice, lorsqu'e[le est parvenue suc- 
cessivement aux points C et D, dans lesquels le plan 
CSD rencontre la circonférence ACBD. 2°. Si le plan 
zoupant est À C'B'D", parallèle au plan de la basg 
ACBD , la section sera un cercle , ainsi qu'il est aisé 
le s’en Louvalners , en concevant qu'on ait mené par le 
Joint $ et le centre de la base l'axe SO du cône pro- 
osé , et que l’on ait fait passer par cet axe deux plans 
Mkonques ASB et CSD, dont les intersections res 
pectives avec ACBD, X AC'B D", soient 4B et AB, 
CD et C'D'; car on aura alors les tables ser bldblés 


COS, C'O'S 


qui donneront 
| CO : CO’ :: SO : SO, 
rt les triangles semblables 4OS, 4'O'S, qui donneront 
AC APR" SOMNSO": 
UE 


Fig. G2. 
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et puisque par construction 4O0—CO, on aura 


40 NO". | 


ce qui prouve que touslesrayons de la section 4° C'B'D' 
sont égaux, qu’elle est par conséquent un cercle. 1 

Il est à propos d'observer que la surface du cône 
s'étend indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base. 
ACBD, soit au-dessus de son sommet $ ,.puisque. 
rien ne limite la longueur de la droite génératrice; et. 
il est aisé de sentir que la partie Sb du prolongement, 
de la droite SZ, décrit un second cône , placé dans 
une situation inverse du premier. 4 


1 
1e | 


152. Ces préliminaires étant posés, concevons que} 
le plan coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD\ 
du cône, mais qu'il rencontre cette base suivant une) 
droite GA, fig. 62; j'abaisse sur cette ligne, du 
centre ©, la perpendiculaire OG , par laquelle je fais’ 
passer le plan triangulaire 4SB. Il est visibleque si le. 
plan coupant rencontre en même temps les deux côtés 
SAetSB , et que par conséquent il n'entre point dans. 
le cône supérieur aSB, la section IMÏm sera ure, 
courbe fermée ou rentrante en elle-même. à. 


Cela posé, je mène, parallèlement à 4CBD, ac 
plans EMFm, E'M'F'm', qui rencontreront en mêmes 
temps le plan coupant {MÏ'm : les communes sect 
des deux premiers avec le troisième , representées par 
Mm, M'm', seront parallèles à GH, et par conséquent. 
perpendiculaires aux lignes ÆF et Æ'F", qui sont pau 
rallèles entre elles , ‘comme étant les communes sec-l 
tions des plans EMFm, E'M'F'm, par le plan ASB. 
Les courbes EMFm, E'M'F'm' étant des circonfé- 
rences de cercle ( n° précéd.), on aura ” 


PM—EPXFP, PM —=EP XFP' ; 
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\mais la ligne 77’, commune section des plans 4SB et 
11MI'm, formant avec les lignes EF, E’F" et les côtés 
du cône, les triangles ÆIP , E’IP', semblables entre 
‘eux, et les triangles FJ’P , F'I'P', aussi semblables 


| 
eux , les deux premiers donneront 


| EP: EP':: IP:IP', 


ét les deux autres, 


| FEVER" 20 PPTPPPES 


multipliant ces proportions par ordre , on aura 
EPXFP : EP XFP':: IP XIP:1IP°X IP"; 


et substituant à £P X FP et E'P°X F'P' , leurs va- 
Jeurs PM et P'M' , on obtiendra | 
PM:PM ::IPXIP :IP X IP", 
proportion qui exprime la propriété caractéristique de 
|l'ellipse, énoncée dans le n° 139. 


| 153. Il est à propos de remarquer que si le triangle 
| STI’ était semblable au triangle S 4B, sans que la ligne 
| J1' fût parallèle à 4ÂB, ce qui aurait lieu si l'angle SI/’ 
létait égal à $ 4B , alors ST'1 le serait à SBA, les trian- 
'gles EPI et FI'P, devenant aussi semblables entre eux, 
leomme les précédens, donneraient 


VEP : l'P::1P:FP, ou EPXFP=ITPX IP; 
et parce que dans le cercle EMFm ona 
DU CHE rx re, 
On aurait aussi 
PM — l'P SX IP 
La section ZMIm’ serait donc elle-même un cercle dans 


Fig. 63. 
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ce cas , si les ordonnées PMétaient perpendiculaires at ; 
diamètre J1’; mais pour que cette dernière conditiom 

soit remplie, il faut que la commune section GH du 
plan coupant et de la base du cône, soit perpendiculaire 
à-Ja-fois sur la droite GÆ4 et sur la droite GT, c'est=. 
à-dire, qu’elle soit perpendiculaire au triangle S4B 
mené par l’axe, et que par conséquent celui-ci soit lui 
même RE une au plan de la base du cône et aù 
plan coupant. Lorsque ces circonstances se rencontrent | 

ensemble , le plan coupant est dit antiparallèle à à celui! 

de la base ; et il en résulte que dans un cône à base cir=| 
culaire, “* section antiparallèle à cette base est un, 
cercle, de même que la section parallèle. 


154. Si le plan coupant était, par rapport aux côtés 
du cône, dansla situation que représente la figure 63, | 
ects dire qu'il püt rencontrer en même temps les | 
deux cônes opposés , il formerait dans chaque cône une | 
courbe infinie, puisqu'une fois entré dans Île cône , | 
ce plan ne saurait plus en être dégagé. Les deux cônes | 
opposés ne formant, à proprement parler, qu'une seule! 
surface , les deux courbes KIR et K'I'k doivent être. 
regardées comme n'en composant qu'une seule. Il est 
Facile de reconnaître déjà une ressemblance marquée. 
entre cette courbe et l’hyperbole ; mais pour prouver | 
leur identité, il faut de plus retrouver dans la pre- | 
mière une des propriétés caractéristiques de la seconde: 
En supposant que le plan 4SB soit déterminé comme 
dans le numéro 152, qu’on ait mené le plan EMFm\, 
parallèle à #CBD , et tiré les droites 11°, Mm, M'm# 
qui sont les communes sections du plan coupant avec» 
les trois plans 4SB, EMFm, ACBD , on cOHpars 
les triangles EZP, AIP'; qui donnét ot | 


EP: 4P40 IP TPE 
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et les triangles semblables FI'P, BI'P”", qui donneront 


FP : BP' :: IP :1P; 


multipliant ces deux proportions par ordre, ‘il viendra 


L_ 


ft: “ER. 


EP x FP: AP'X BP' :: IP XIP : IP XTP': 
: mais à cause que les sections EMFm et ACBD sont 
! des cercles, dont les diamètres EF et AB sont per- 


} pendiculaires aux lignes Mm et M'm’, par construc- 
| tion , on aura . 


EP X FP — PM, AP'X BP =PM, 


\ et par conséquent | ; 


PM: PM ::IPXIP :1IP X IP, 
| proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété 
! caractéristique de l’hyperbole , énoncée dans le n°139. 


_ 155. 11 me reste encore à examiner le cas où le plan 
) coupant serait parallèle à l’un des côtés du cône, ainsi 
que le montre la figure 64. Il ne pourrait alors rencon-Fig. 64. 
| trer qu’un seul des deux cônes opposés; mais il ne s’en 
 dégagerait jamais , ensorte que la section M]m serait 
une courbé ouvyerté et infinie, comme la parabole, 
avec laquelle je vais prouver qu’elle est identique. Êes 
plans 4SB, EMFm, ACBD , étant menés dans les 
mêmes conditions que ci-dessus , le parallélisme des 
| lignes IP’ et SB, donne 


FP — BP’; 


| 
| 


d'un autre côté, les triangles EZP , AIP", étant sem- 
, blables, conduisent à 


RER AP: AP XIE: 


multipliant l’un des termes du premier rapport par FP, 
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l'autre par BP”, il viendra 

EPX FP. : AP'X BEP':: IP ?IP'; 
mais danses cercles EMFm et ACBD , on a toujours 


PM=E£PXEFP, PM AP KX DP': 
on aura donc 
PM : PM 2 IP : IP’, 


proportion qui n’est que l'expression dela propriété ca. 
ractéristique de la parabole , énoncée dans le n° 139. 


156. Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
second degré changent de nature , peuvent aussi se voir! 
dans le cône. En effet , si le plan coupant passe par le 
sommet, sans entrer dans le cône, la section se ré- 
duit à un point qui correspond à celui qu'on a re- 
marqué dans le n°116. 


Quand le plan coupant, passant toujours par le som 
met, entre dans le cône, on a deux lignes droites ;et 
si on écarte ensuite le plan coupant du sommet du 
cône , en faisant mouvoir ce plan parallèlement à lui-. 
même, on obtiendra une suite d’hyperboles, ayant 
pour asymptotes Îles droites ci-dessus , rapportées, ou 
projetées , sur le plan de la courbe, par des BAIDER 
diculaires à ce plan (118et 128). 


Enfin quand le plan coupant est. parallèle au côté 
du cône, s’il passe par le sommet , il ne fait plus 
que toucher le cône suivant une ligne droite, mais 
qu'on doit regarder comme double ; car elle est la 
réunion des deux parties de la parabole , qui s’appro- 
chent sans cesse par le rétrécissement que subit cette 
courbe, à mesure que le plan coupant s’approche de 
son contact avec le cône (119 et 128). 


D'un autre côté , plus on éloigne du sommet de 
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cône, mais toujours parallèlement à son côté, le plan 
coupant, plus la parabole s'ouvre ou s’élargit vers son 
sommet , et tend par conséquent à s'approcher de la 
ligne éleyée par ce point, perpendiculairement à son 
axe. 


157. Je vais examiner à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em- 
ployée à l'égard du cercle en particulier (105), on 
prendra l'équation 


y—68—A(x— a), 


qui appartient à la droite passant par fe point dont les 
coordonnées sont æ et B, et faisant avec l'axe des abs- 
cisses un angle dont la tangente trigonométrique est 4; 
on la combinera avec l'équation ÿ°—mx<+-nx°, qui 
rentre dans 4'#? + Cu®— Eu = o (128), et qui 
comprend par conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant, comme dans le n° 105, 


V'(x—2} +(y 8" —=2, 


on aura 
Z AZ 
LE —— = Ê + ——— -® 
DES 4 V1 +’ 
| 1 NUE 
et posant pour abréger —— — 4", il viendra” 


1+ 4° 
T—=a+ d'z, y—=B8+A' Az; 
substituant ces valeurs dans l'équation y —mx+nx?, 
on obtiendra cette transformée 
ma +-m A'z 
+ nat on A'az + nA'?2. 


Passant tous les termes dans un seul membre, et ordon- 


+264 424442 —f 
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nant par rapport à 3, on trouvera 
An) A°2L(84—2m-n4)0 424 86—manx —0o, 
ce qui revient à 


2(BA—;ÿm—na) 2 M — nat? 
NCA OA, 14° CA —n)AE TT 


Dans cette équation, l'inconnue z représente la dis- 


O. 


Fi3-65. tance EM, fig. 65, entre le point donné Æ, et l’un 


G'——= 


des points d’intersection #7 et M” de la droite proposée 
EM , avec la courbe 4C ; parle moyen de sa valeur, 
on parviendra facilement à celles des coordonnées de 
cette intersection. 

I} est évident, par ce qui précède, qu'une ligne 
droite ne saurait rencontrer en plus de deux points , 
une courbe du second degré. 

158. En raisonnant ici comme pouxle cas du cercle 
(107) , on verra que les deux valeurs de z doivent 
devenir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus 
que toucher Ja courbe, comme en /V , parce que les 
points M et M’ se rapprochent de plus'en plus, à. 
mesure que la ligne EM s'approche de EN: La diffé- 
rence des deux valeurs de z comprises dans la formule 
LR ne  V(be see 

(A4°—n) A (4°—n) A’ 


étant exprimée par 


2/ BA— + A) B—ma—nx 
AD A) A n)A" ? 


et donnant toujours la longueur de la corde MM, de- 
vient nulle lorsque les points # et A7” coincident, et 
fournit par conséquent, pour le point de contact A, 
Jéquation 
BA—im— nat B—ma— ne 
os n) ) (Æ—n)A® 0 Lu 


re) B—ma—na? 
(A°—n)A"?, 
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En la développant, 4”? disparaîtra comme diviseur 
commun à tous les termes, et la résultante sera l’équa- 
tion qui doit donner À, et faire connaître par consé- 
 quent la position de la droite EN, menée par le 
_ point Æ, tangentiellement à la courbe 4C. 
Ne voulant considérer que les cas les plus simples , 
je supposerai que lepoint Æ soit pris sur l'axe des 
. abscisses 4P, fig. 66 ; il résultera de là B—0o, et Fig.66, 
| (zm+ na)* me ne 
| (An) A—n HU 
équation qui se réduit , après le développement , à 
| sm + mad + na A4°—=0, 
. et donne 


Cette expression se présente sous une forme imaginaire, 
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particulières 
que recevront les quantités m, n et«, et cela arrive 
pour tous les cas où la position du point Æ et la nature 
de la courbe, permettent de lui mener une tangente 
par ce point. 


159. Il y a encore un cas dans lequel la condition 
de contingence se simplifie beaucoup, c’est celui où 
le point donné étant sur la courbe même , se confond 
avec le point de contact. En effet, si le point Æ passe 
en M, fig. 65, il y aura alors entre æ et Bla même Fig. 65. 
relation qu'entre x et y, sur la courbe AC, c’est-à- 
dire que 


B — ma+ na? ou B— ma na = 0 : 
ce qui réduira l'équation (1) à la suivante : 
1 —_—. 
BA—im—na—=o, 


1 
x . s M + Tr1& 
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Telle est l'expression de la tangente de l'angle que 
doit faire avec l’axe des abscisses, la droite TM, pour 
toucher la courbe 4C. 


La position de cette droite serait donnée d'une ma- 
nière plus commode, si l’on en connaissait un second 
point ; et celui qui s'offre le plus naturellement, est le 
point 7’, où elle rencontre l’axe des abscisses , et pour 
lequely —0o , dans l’équation y — 8 —A(x — a) (85). 
Il résulte de là 


—{/— A(x— a) et ma =": 


Ja quantité x— «étant la différence des abscisses des 
points AZ et 7”, désigne la portion PT de l'axe AB: 
mettant donc pour 4 sa valeur, on aura 


MN EN 
Li ymeu na Kg; 


La ligne PT se nomme la soutangente; et lors- 
qu’elle est construite, on obtient la tangente, en joi- 
gnant le point Wet le point 7’ par une droite. 


160. Pour connaître l’expression de la soutangente 
dans chacune des courbes du second degré en parti- 
culier, il suffit de comparer successivement les équa- 
tions 


ÿ=pr— Er, ÿ=pr+is, Jp, 


avec l'équation y — mx + nx°. En observant comme 
ci-dessus, que + et B, désignant les coordonnées du point 
de contact situé sur la courbe, ont entre eux les mêmes 
relations quex et y, et substituant en conséquence pour 


(*) Dans la figure, P T'est la somme des lignes AT et AP, parce 
que labscisse 4 T'du point Test négative par rapport à l’abscisse 4P 
du point #7 (56). 


Le “dl 
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€ sa valeur, on trouvera, par la première équation, 
appartenant à l'ellipse, 


pre, 2al8? 2a& — ct? 
71—=p, n ——+ à OÙ PT = une ee, = me — - 
24a p(a—a) A— à 
par la seconde, appartenant à l’hyperbole, 
2a8° oaa+a° 


en nm URR 4 Elias lacid à 43 A sam hr 
m=pn—"", dou pT= AA TN TS ee 


par la troisième enfin , appartenant à la pérabole, 
due 26° 
m=p,;n—=o, doùPT=—— -——— 04. 

Cette dernière expression , la plus simple des trois, 
fait voir que dans la parabole, la soutangente est 
double de l'abscisse. Le signe — qui l'affecte, ainsi que 
les autres, montre qu’elle doit être prise sur l’axe 4B, 
à partir du point P , vers le côté où se portent les x 
négatifs, mais comme la forme des courbes indique suf- 
fisamment de quel côté doit tomber la soutangente, je 
ferai désormais abstraction du signe de son expression. 

La construction des premières expressions n'offre 
pas beaucoup plus de difficulté : on a pour l’ellipse 


2at — & 
A—& ,92a—aæ ia: an 7, 
a — 2 
pour l’hyperbolé 
2aa + «° 


a+ es 20h de ———"— 


ainsi, tout se réduit à trouver des quatrièmes propor- 
tionnelles. 


Il est bien remarquable que le second axe b n'entre 
point dans ces expressions ; il en résulte que pour une 
même abscisse, la soutangente est la même dans toutes 
les cllipses qui ont le même grand axe, et quil en 
arrive autant aux hyperboles. L'ellipse se changeant 
en cercle lorsque b—a, on peut mener la tangente à 
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la première de ces courbes par le moyen de ceile de 


Fig. 56.la seconde; car si l’on prolonge l'ordonnée pm, fig. 56, 


jusqu’à la rencontre du cercle décrit sur le grand axe, 
et qu’on tire la droite 27° tangente à ce dernier, au 
point n, la soutangente p7” conviendra aussi, d’après 
ce qui précède , au point m de l'ellipse, dont la tan- 
gente s’obtiendra par conséquent en joignant le point 7” 
et le point m. On aurait une construction semblable 
pour les hyperboles quelconques, en partant des sou- 
tangentes de l’hyperbole équilatère (128). 


161. Quand on a la soutangente , il est facile d'en 
déduire les expressions de la tangente, de la sou- 
normale et de la normale : ce sont les noms qu'on 

Fig. 65. donne aux lignes 7'M, PR et MR, fig. 65. La première 
est la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et l’axe des abseisses ; la seconde est la partie 


de l'axe des abscisses comprise entre le pied de l'or- 


donnée PM etle point À, où une droite menée perpen- 
diculairement à la tangente par le point A7, rencontre 
cet axe; enfin la troisième est la longuëur même de 
cette perpendiculaire, mesurée depuis le point 47 jus- 
qu'à l'axe des abscisses. 

1°. Par le triangle T'MP , rectangle en P ,ona 


MT = VPM +PT 
2°. Les triangles PMT', PMR, semblablesentre eux 
comme étant formes par la perpendiculaire PAZ, abaissée 
de l'angle droit du triangle MR, rectangle en M, 
donneront 


“ 
mm À, 


PM 
3°. Il résulte du triangle PR, rectangleen P, 


PT: PM:: PM:PR, doù PR— 


MR=VPEM+DR 
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Il est visible que ces formules conviennent à toutes 
les courbes , et que pour les appliquer à l'ellipse, par 
exemple, il faut mettre dans la première et dans la 
seconde, an lieu de PM et de PT, les valeurs relatives 
à cette courbe , puis avec la valeur qu’on obtiendra 
pour PR et celle de PM , on formera celle de MAR ; 
il faudra opérer de même par rapport à l’hyperbole et 
à la parabole, Je me bornerai à rapporter ici les résul- 
tats de ces substitutions, qui n’ont par elles-mêmes 
aucune dificulté. Pour l’ellipse 


1. ans DTRe:  MT=V/ À 
A — &d 


a? 


2at — &*\? 


(aaa—x)+( 


Ad 


————_— 


bp b D. 
PR— pe (a—2), MR=A / —(oaa—u) + _ (&— 2}, 


cc 


pour l’hyperbole 


__2aa+ a? =4/} LE 2042 * 
PTE, MT) (rates) + —) 


b° be 
PR=— sr G+2), My /Ë 
pour la parabole 
P7—0e, MI V/pa + 42, 


PR=;:p, MR=— Vpa + Zp°. 


bt 
(aa) + (a+ay, 


2 
2 
L 


On obtient desrésultats un peu plus simples, à l'égard 


\ des deux premières courbes, lorsqu'on compte les abs- 


cisses à partir du centre, ce qu’on ne peut faire pour Ja 
troisième , qui en est dépourvue (128). Pour parvenir à 
ces résultats, il suit de faire 4—@— +’, dans l’ellipse, 
etaæ— x — a dans l'hyperbole (137); « sera la nou- 


. velle abscisse prise à partir du centre : ces substitutions 


et les réductions qui s’ensuivent étant effectuées, il 
viendra pour l’ellipse, 
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a°—4"? 


LES 


BMP OF NAT &'? & 
» MT — a (a—2"?) +- =) 


pour l'hyperbole, 
PT=—— , MT— / x (2°— a)+ ==) 


b? C4 b? /2 2 b4 fa 
PR==—«, mR=VÈ tes 


162. Quelqu'élégante que doive paraître la méthode 
employée ci-dessus, pour mener les tangentes aux 
courbes du second degré, je crois ne pas devoir passer 
sous silence les solutions synthétiques que les Anciens 
ont données de ce problème, et je vais les exposer 
HCCnCteENT, : 

Par lepoint A, prissur l’ellipse, fig. 52, on mènera 
les Fes rayons vecteurs FM et FM; on prolongera 
l'un d'eux, F°M par exemple , d’une quantité MG 
égale à FM, on tirera ensuite FG , et la droite MH 
perpendiculaire sur le milieu de FG , sera tangente au 
point A ; car elle n’aura que ce point de commun avec 
la courbe. En effet, si l’on prend un autre point quel- 
conque ÀV sur cette droite, et qu'on tire les droites FN, 
F'N, on aura 

FN+NGS>FG 
ce qui revient à 
 FN+ENS FM + FM>IT ; 
car par la construction MG— FM, NG= FN; et 
comme il est aisé de voir que pour les points placés 


au-dedans de l’ellipse, la somme des distances à chacun 
des 
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des’ foyers est moindre que le grand axe, il suit de 
ce qui précède que le point ZV est hors de l’ellipse, 
puisque la somme de ses rayons vecteurs est plus grande 
que l'axe ZJ'. | 

Cette construction montre aussi que les angles FMEH, 
F°MN, formés par les rayons vecteurs et la tangente, 
sont égaux, et que la normale au point M, diviserait 
en deux parties égales l’angle FMF". 


2°. Lorsque le point proposé AZ est sur l’hyperbole, 
fig. 55, il faut porter le plus petit rayon vecteur FDL, Fig. 53. 
sur le plus grand FM, et non pas sur son prolonge- 
ment; achevant la construction comme ci-dessus , On 
aura pour ce cas 


F'N<F'G+NG<FC+EN, 


d'où il suit 
| FN—FN<FG<FM—FM, 


ce qui prouve que le point JV n’est pas sur l'hyperbole. 
I n’est pas placé dans l’intérieur de cette courbe * Car 
il faudrait, pour que cela fût, que la différence des 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe. 
En effet, si on tire Fm, on a 


Fm— Fm Fm+<Mm—F#FM, 
Let comme Æ”m + Mm surpasse F'M, il s'ensuit 
Fm — Fm> FM — FM. 
| L'égalité des angles FMH et FMH, ou RMN, ré- 


| LU 


sulte encore de cette construction. 
|. Lorsque le point A est sur une parabole, fig. 54, Fig. 54. 
n'y a plus qu’un rayon vecteur, mais l’autre est rem- 

placé par la droite QM parallèle à l'axe 18 , et le point 

© tient lieu du point G, puisque OM—FM. Considé- 

ant ensuite un point I placé avant ou après le contact, 
Trigonométrie. 6° édition. 16 
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on a en même temps ON et FN => ON; le point = 
est donc hors de la courbe. | 

De la construction ci-dessus on déduit l'égalité des: 
angles FMH, QMH ; et il faut observer que le dernier : 
est égal à NME, formé par la tangente et la do 


ME parallèle à l axe 1B. 


Si on appliquait le calcul à ces constructions, on, 
trouverait les résultats obtenus dans le numéro en | 
cédent. | 


163. La considération des tangentes de l'hyperbole. 
conduit à une particularité très-remarquable, de las 
quelle il résulte que quoique son cours s’étende à l’ins 
fini, chacune de ses branches demeure néanmoins tous! 
jours renfermée entre les côtés d’un certain angle, 
sans pouvoir jamais les atteindre, ainsi qu ‘on le voit 
dans la fig. 67. Cette circonstance, qui s’est présentée! 
d’une autre manière dans le n° 118, se retrouve en=| 
core en observant la marche de la soutangente P7”, à 


mesure que le point de contact }Z s’avance sur la courbe, 


et s'éloigne du point Z, ou, ce qui est la même chose, 
à mesure que l’abscisse OP augmente. En désignag} 


a — «@° 
OP par x, on a (161) PISE et commé, 
OT = OP — PT, il vient | 
; | 
x — dd { 
OT = x —— — Emi, { 
T œ 4 


plus OT'diminue, et plus le point 7’ s'approche du 
point Rs qu'il ne peut cependant jamais atteindre 
puisqu’une fraction ne peut jamais devenir absolument 
nulle, tant que son numérateur ne s’anéantit pas; Je 


| 
| 
On voit évidemment par ce résultat que plus x croît. 
point © doit donc être regardé comme la limite vers 
| 
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laquelle le point 7’ tend sans cesse par le progrès de 
l'abscisse. Il faut examiner maintenant les changemens 
|qu'éprouve, dans les mêmes circonstances, l'angle 
 MTP qui détermine la situation de la tangente par 


rapport à l’axe des abscisses. La tangente trigonomé- 
trique de cet angle a pour expression 


MP Ni. bx (39) 
PTE 5 EX 0 


bo se LAS. 
net prenant la forme ——,  _"_, lorsqu'on divise ses 
| a? 


es RÉ: à 


| 
# termes par x, elle tend nécessairement vers la 


Le é > : LAPS 
uantté — à mesure que la fraction — diminue. ou 
» 
a æ 


à mesure que æ augmente; l'angle MTP ne peut 
\donc diminuer indéfiniment, et la limite qu'il ne sau- 


‘rait atteindre, mais dont il s'approche sans cesse, est 
b 
M'angle EOI # dont la tangente trigonométrique est — : 
| a 


Thyperbole ne peut donc jamais parvenir à toucher Ja 
Digne £O , quelque prolongées qu’on les suppose l’une 
et l’autre. 

Pour construire l'angle EOT, il faut prendre sur 
Vaxe 71’ une abscisse à volonté, le demi- axe O7k 
par exemple; et le triangle rectangle £OJ donnant 
= OTtang EOT, on aura 


ET = OI5 f D, 
a 

puisque OT — a. Élevant donc au point la perpen- 

‘diculaire £1—b, la droite OE, qui joindra les points 

10 et E, sera la limite de toutes les tangentes de la 

‘branche ZX de l'hyperbole : j'ai déjà dit que cette 

| 164. 
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limite se nomme asymptote. Il est évident qu'il en 
existe une seconde, Oe, placée au-dessous de l'axe {/', 
faisant avec cet axe le même angle que la première, et 
servant de limite aux tangentes de la branche Jk. 


164. Il ne sera pas inutile de montrer comment on 
passe de l'équation de l’hyperbole relative à ses axes, 
à celle qui a lieu par rapport aux asymptotes. Pour cela, 
que l’on mène par le point M, parallèlement à l’asymp= 


ptote Oe, une nouvelle ordonnée OM, et que l'on. 
fasse OO =t, QM —=u; l'angle EOI compris entre. 


l'axe dest, QO, et celui des x, II’, aura évidem+ 


ment pour cosinus og our sinus TE et comme 
hs n _—— 
P OE’ P OE? 


Ol=a, IE—b, OE—\V0OÏ1-+1E—V à-+b4 


il en résultera (122), } 


ni MS débraoat bin. bréentie 1l 
ANT Var F7 Lao À 
Considérant ensuite l’axe des u, Oe, on trouvera  *# 
coseOI =, sin eOI — es : 
et comme Oe — OE, Ile — — IE, il viendra 
a — b 


PT ah ME jatiNn 
et par les formules générales 


x—midpu, y—n+qu, 
on obtiendra 
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Substituant ces valeurs dans l'équation 


b°x? — ay = «db, 
elle se changera , après les réductions, en 


Atu 


MH? ou tu—}(a + b*). 


Cette dernière équation, semblable à la transformée 
de la page 174, met bien en évidence la propriété 
dont jouissent les asymptotes; car on en tire 


—— ———— |} 


1(a + b) 210Ë 
U=—————, Ou sainte (3 


ce qui montre que l'ordonnée OM va toujours en di- 
minuant à mesure que le point © s'éloigne du point ©, 
mais qu’elle ne peut jamais devenir nulle. 

Lorsque l'hyperbole proposée est équilatère (128), 
b—a; la tangente de l'angle ÆE OT, exprimée par à 


se réduit alors à 1; chaque asymptote fait par consc- 
quent avec l'axe 11’ un angle égal à 07,5, et les deux 
somprennent entre elles un angle droit. L'équation 
lu —2} (a + b°) devenant tu —Ï}a*, montre que Île 
broduit des coordonnées f et u est alors égal à la moitie 
du quarré du demi-axe transverse OJ. 

Il est à propos de remarquer que si l'on mène par le 
point Z les droites JD et Id, respectivement parallèles - 
i Oe et à OE, on formera un losange dont les côtés 
ID et Id seront, par rapport aux asymptotes, les 
soordonnées du point J situé sur l'axe; on aura par 
sonséquent | | 


246 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 
d'où on tirera 

ID =iVe +, 
et en général 


Q0%X QM—ID 


Dans le cas de l'hyperbole équilatère, le losange Dd 
devient un quarré, puisque l'angle DOd est droit. 


——1 
Le quarré JD, équivalant au quart de la somme des 
quarrés des demi-axes de l’hyperbole, est ce que les 
anciens géomètres désignaient sous le nom de puissance 


de l’hyperbole. 


165. Il est visible que si l’on prolonge les lignes MP 
et PM”, ordonnées relatives à l’axe IF’, jusqu’à la ren 
contre des asymptotes OE et Oe, les parties MR et! 
IR de ces ordonnées, interceptées entre chaque 
branche de courbe et son asymptote, sont égales entre: 
elles : la même propriété a lieu par rapport à une droite 
quelconque, menée par un point quelconque de l'hy- 
perbole. Si l’on tire, par exemple, AN’, on aura 
GM=— G'N', quelque position qu’ait AN’. Pour s'en 
. €onvaincre , on commencera par observer que 


PR DR 2 US 


[44 


MR = PR PM = 2 (x VE )h 


MR'= PR + PM — 2 (x +Vr —e à | 
MR KX MR' — b:. 
On mènera ensuite par le point NW”, la droite $S’ pa 


rallèle à AM"; les triangles semblables RMG, SN'G, | 
donneront 
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GM : GN' :: MR,: NS; 
les triangles semblables G'N'S' et RG", donneront 

CM HCGNISCMRI SNS"; 
multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra 
 GMX C'M : GN X G'N'::MRX MR’: N'SX N'S'; 
et comme en vertu de ce qui précède, on a 

MR X MR’ = b?, N'S X N'S" = b?, 

on en conclura 

GMX GM= GN'X CN. 


Mettant à la place de G'M et de GN, leurs valeurs 
GN' + MN’, GM + MN, faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiquées, on 
aura enfin 


GM X MN':=G'N' x MN”, ou GM—=G'N'. 


166. Avec le secours de la propriété qui vient d’être 
démontrée, on décrit bien simplement l’hyperbole par 
points, lorsqu'on a les asymptotes et un seul point 4. 
On tire par ce point un très-grand nombre de droites 
comme AN’, on prend la partie GM comprise entre 
le point M et l’asymptote qui en est la plus voisine, 
pour la porter de G en N’, cé qui donne un nouveau 
point IN’ de la courbe cherchée. 

Quand on ales asymptotes, on trouve la direction 
de l’axe 71’ en divisant en deux parties égales l'angle 
qu'elles forment; et comme la tangente de l'angle 
EOI donne le rapport des demi-axes a et b (163), il 
est aisé de déterminer ces quantités dès qu'on connaît un 
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pointde l'hyperbole. L'équation PM — # ( OP — æ}) 
L { 


ÆXOP —PM 


A? 


donne sur-le-champ a? — , en repré- 


Se 
sentant par 4 la quantité -. 
a 


167. Outre l’hyperbole dont les branches sont XJR 
et X'T'k", les lignes OS et OS’ comprennent encore 
une autre hyperbole HLh, H'L'h, décrite dans les 
deux autres angles que forment ces droites, de ma-, 
nière que l'axe transverse /1’ de la première est le 
second axe de la deuxième, qui a pour axe trans- 
verse ZI”, second axe de la première. La relation 
qu'ont entre elles ces deux courbes, les a fait nommer 
hÿperboles conjuguées ; elles ont même puissance, et 
par conséquent, leur équation est la même à l'égard 
des asymptotes : seulement, l'angle de ces lignes , ou 
des coordonnées diffère de l’une à l’autre. 


168. On à vu par la forme de l'équation du cercle, 
qu'il fallait trois points pour le‘ déterminer : Ja même. 
considération s'applique à une courbe quelconque; et 
il est évident qu'il faut en général autant de points 
que l’équation de la courbe demandée renferme de 
coefliciens nécessaires. L’équation 


AY? + Bxy + Cr? + Dy+Ex =", 


- 


qui appartient aux courbes du second degré en général, 
étant mise sous la forme 


+ bay + en + dy+er=f, 


\ 


ne contient plus que cinq coefficiens b, c, d,e et f; 
il suflira donc de cinq points pour particulariser la 
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courbe du second degré qu’elle représente. En effet, 
si les coordonnées de ces points sont respectivement 


#4 4 a” a" a!" 
re }, 4 } » £" he £g" } , g"" b, 
on formera les cinq équations suivantes : 


LB + baB + ca + d& + ex — 
EH bXB + ca? + dé + ex — 
fa sh ba"£" de ca? + d£" ne ed 0: 
gp a ba"£" À cd"2 + d£" sh ea — f, 
GB" + bz""£"" ca""2+ dB""+ ea""— fi 


“ 
» 


» 


N'ayant pour but que de démontrer la possibilité de la 
détermination des lettres b,c, d,e, f, et le nombre 
de conditions qu’elle exige , je ne m’arrêterai pas à 
_ effectuer les calculs qu’entraïînerait cette opération, 

pour lesquels on peut censultér l'ouvrage de M. Puissant, 

cité à la page 156, et où l'on trouvera sur ce sujet 

et sur ses applications ,‘les détails les plus importans; 

je me bornerai à faire observer que ces équations 
| peuvent devenir contradictoires entre elles dans cer- 
| tains cas particuliers. S'il arrivait , par exemple, que 

trois des points donnés fussent en ligne droite, il ne 
| serait pas possible de faire passer une courbe da se— 
1 cond degré par ces points, puisqu’aucune courbe de ce 
| degré ne peut avoir plus de deux points communs avec 
| une même droite (157). 


On conçoit que quand la courbe est donnée d'espèce 
| et de position , il faut moins de conditions pour la dé- 
| terminer. Par exemple, pour achever de particulariser 
| uneellipse dont le centre et le grand axe sont donnés de 
| position, on na besoin que de deux points; car 

on peut alors prendre ce centre pour l'origine des 
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coordonnées, et ce grand axe pour celui des abscisses, 
et l'équation a°y?+-b°x°=— a’b?, relative à ce cas, ne 
renferme que deux coefficiens, a , b, qui se déterminent 
par les équations 


a°B? + b?a? — ab”, 
a£"? + be? — a°b?. 

169. J'ai démontré dans le numéro 73, que l’équa- 
tion du second degré se construisait par le moyen 
d'une circonférence de cercle et d’une droite, et dans 
le numéro 105, que les deux racines étaient données 
par les deux intersections que peuvent avoir entre 
elles ces lignes, ensorte que l’on considérait l’équa- 
tion proposée comme résultant de l’élimination d'une 
inconnue entre deux équations à deux indéterminées , 
l’une appartenant à la droite , et l’autre au cercle ; siw 
l'on généralise ce point-de-vue , on aura le moyen de 
construire des équations d’un degré quelconque. 

+ 


En effet, si l’on a, par exemple, l'équation 
at— br? + x d=o,s 


qui peutreprésenter toute équation du quatrième de- 
gré, dont on a fait disparaître le second terme, il est 
permis de la supposer produite par l' athée une 
inconnue y, entre deux équations du second degré, 
renfermant en même temps x et y, êt ARpATIERES 
par conséquent à deux courbes. ‘l'rouver ces équaz 
tions est un problème indéterminé, car il y a une 
infinité de systèmes d'équations qui peuvent conduire 
à la proposée; on en prend donc une arbitrairement. 
Soit &°=—py; on aura 3 


æ# = p"y", { 


et substituant dans l'équation proposée , il viendra 


EE éi 


p°y° — b?py + x — dr 0% 
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ou 
PL 
NE: 


Il est aisé de reconnaître que cette équation appar- 

tient à une parabole (128) ; et pour la mettre sous 

la forme la plus simple, il suffit de faire disparaître 

le terme multiplié par y, ce qui s'effectuera en pre- 
2 


c° 
— Ty+ Sr 


On aura, après la substitution , 
ago. + 48 

= L— ————0! 

+ > P° 4p° ? 


ce résultat peut s’écrire ainsi : 


jh Cr {ot 44 
Ÿ lp 1 { 4c° —:} L 
montre que la parabole à laquelle il appartient, a 


3 
. sa 0 : 
our paramètre la quantité —, et que les abscisses 
P -. q 
P 


comptées à partir de son sommet , sont égales à la 

b'+ 4d! 
4c° 

nées de la première parabole , dans laquelle AS hy. 

En effet, si l’on porte perpendiculairement à l’axe 4Z 

des abscisses , fig. 68 , et du côté des ordonnées po- Fis- 68. 


différence entre la quantité et les ordon- 


gl b? 
sitives, une distance 44’ — 55 ladroite A" B", me- 


née parallèlement à 4Z, sera l'axe à partir duquel 
on doit prendre les y’. Le sommet de la parabole 
dont y’ désigne l'ordonnée, correspondant au point 
bi + 4dt 
ail 


où l'on ay’—0, ce qui arrive quand x — 
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bt + 4dt 
4c 
angle droit sur 4B , le point J sera le sommet de la 
seconde parabole GIH , A'I en sera l'axe ; et connaïis- 
sant son paramètre , rien ne sera plus facile que de la 
construire par points, suivant le procédé du numéro 135, 
Quant à la première parabole Æ4F, donnée par l’é- 
quation x° —py, il est visible qu'elle a son sommet à 
l'origine 4 des coordonnées , et pour axe celui des y, 
AC. Lorsqu'elle sera construite, les points A7, W, 
M", M", où elle rencontrera la parabole GIH, au- 
ront des abscisses égales aux racines de l'équation 
proposée , puisqu à ces points les valeurs de x satis- 

font en même temps aux deux équations 


il faudra faire 4D — , et ayant élevé DI à 


4 spot 


p°y° — b? pY He CE di = 0 : 
desquelles résulte la proposée. 


La quantité p, introduite par l'équation de lapre- 
mière parabole, demeurant indéterminée, peut, pour 
simplifier la construction , recevoir telle Plon qu'on 
voudra lui assigner, écépté ZéTO. 


Pour représenter le cas le plus général , j’ai disposé 
l'équation proposée et la figure, de manière que les 
deux courbes se rencontrassent en quatre points ; mais 
cette circonstance n'aura lieu qu’autant que l'équation 
proposée aura ses quatre racinesréelles. Si, par exemple, 
l'axe 4'I de la parabole GTH tombait au-dessous de 
AB, ce qui arriverait si le terme b°p os le signe +, 


puisqu'il faudrait faire alors y —y' — A il n'yaurait 


que deux intersections au plus, car il est bien clair que 
la branche IH ne pourrait plus rencontrer la para- 
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bole ZAF ; dans certains cas même, la courbe GIH 
se trouvera toute entière au-dessous de ÆAF, et 
alors les racines de la proposée seront imaginaires. 


On voit au reste par cette construction , comme par 
Ja théorie des équations , que l'équation du quatrième 
degré ne peut avoir qu’un nombre pair de racines 
réelles, puisque les deux paraboles EAF et GIH ne 
peuvent se couper qu'en deux ou en quatre points. 


170. Il suit aussi de là que le cercle et la ligne droite 
ne se rencontrant pas en plus de deux points, ne 
peuvent résoudre que des problèmes susceptibles d’être 
ramenés à des équations du second degré, et ne sau- 
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré, tels que les problèmes de la duplication du 
cube et de la trisection de l'angle , si fameux dans 
l'antiquité. 

Parle premier, il s’agit de trouver le côté d’un cube 
dont le volume soit double de celui d’un autre cube 


donné. Si a est le côté -de celui-ci, et x le côté de 
l’autre , on aura cette équation : 


t = 04 ou X° — 9 — 0. 


Pour la comparer à la proposée , il faut l’amener 
au quatrième degré, ce qui se fera en la multipliant 
par x, et on aura 


xt — 90x — 0; 

comparant avec æf—b°x° + cx — do, il viendra 
b—=0o, c——20, à 

Les équations des paraboles à construire , seront par 


3 
24 en 
conséquent x*=py, y = De æ; et si l’on prend 
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p=a, elles deviendront 


a —= dy, y —20x : 

la seconde courbe aura un paramètre double de celui . 
de la première. Ces courbes passeront toutes deux 

Fig. Go. par l'origine 4, fig. 69 , puisqu'on aura x —o, 
y—o, dans l’une et dans l’autre en même temps; 
elles s’y couperont , et cette intersection donnerax—o0, 
racine qui vient du facteur introduit pour élever au 
quatrième degré de l'équation à construire. La figure : 
montre que lon ne peut avoir en outre qu'une seule 
racine réelle 4P ;eten effet, on a vu, dans les lé- 
mens d'Aloèbre, que l'équation x?— 2a°—0 , n’en a 
pas davantage. 


171. Le problème de la trisection de l’angle a pour 
wbjet de partager un angle ou un arc en trois parties! 
égales , ce qui s’effectuerait sans peine , si, connaissant 
la corde oule sinus d'un arc, on obtenait la corde ou- 
le sinus de son tiers. Cette question n’est qu’un cas 
particulier de la théorie de la multisection des angles, 
que je ne saurais exposer ici, mais dont on trouvera 
les bases dans l'Introduction au Traité du calcul 
différentiel et du Calcul intégral; elle se met en 
équation par le moyen des formules du numéro 11, 
qui donnent | 


{cos À — 35R° cos À 


cos 3.4 — F5 , 


Sil'onregarde cos 3.4 comme donné , et que l’on prenne 
cos À pour l’inconnue , on aura, en faisant cos 34—a 
et cos A— x, cette équation : 


HS DS RIM. à 
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qui, étant multipliée par æ et comparée à l'équation 


xt — PL Lx d=o, 


donnera 
P—iR, ——1Ra, d—o. 


On aura encore ici une intersection au point 4 
correspondant à la racine x —0, et les trois autres 
points d'intersection donneront les trois racines de 
l'équation 

2 — ŸR°x — 2 R'a = 0. 


Il semble au premier coup-d’œil qu’on ne devrait 
avoir qu'une racine réelle, et qu'il n’y a qu’une seule 
manière de partager un arc en trois parties égales ; mais 
en y réfléchissant avec un peu d'attention, on recon- 
naît qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques- 
tion proposée , car les arcs 34, 27 +34, {r+34, 
qui ont le même cosinus (23), étant divisés par 3 
donnent les valeurs 


2 


æ—cos A, x—cos(5x + 4), x —cos(ir + 4), 


essentiellement différentes (*). On ne peut en avoir 
d'autres, parce que les arcs 674 34, 87134, etc. 
qui ont encore le même cosinus que 4, étant divisés 
par 3, conduisent aux arcs 27 A, 2745744, etc. 
et que 


cos(27+4)—cos4, cos(27r+ 574 4)—cos(7+ 4), 


etc. 


172. Avant que les méthodes d’approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 


— 


(*) L’équation ci-dessus tombe en effet dans le cas irréductible. 
{ Voyez le Complément des Elémens d’ Algèbre.) 
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jourd’hui, les géomètres s’appliquaient beaucoup à 
la construction des équations, et faisaient tous leurs 
efforts pour l’effectuer par les courbes les plus simples, 
ou les plus faciles à décrire. C’est ainsi que Halley | 
donna une méthode pour construire les équations du 
troisième et du quatrième degré par le cercle et la! 
parabole ; et cette méthode a quelque avantagé sur 
celle du numéro 169, en ce que le cercle qui remplace 
une des paraboles, se trace par un mouvement continu: « 
mais le peu d’usage que l’on fait à présent des cons- 
tructions, dispense des détails à cet égard, je n'en 
indiquerai en conséquence que l'esprit. 


En posant l'équation d’une parabole, sous la forme 
x° = my, et l'équation générale du cercle 


GRO) = 104); | 
si l’on développe cette dernière, et que l'on en chasse y | 
par sa valeur . , tirée de la première, on obtiendra ; 
l'équation* | 
af m(2q— m)x? — 2m°px—(r° —p— gym = 0, 
semblable à l'équation à construire 

at — bx? Æ x — df— 0 


et l'on aura, pour déterminer les quatre quantités 
inconnues m, p, q et r, les trois équations 


b? — m(2q — m), 
= — 9mp, 
di — (r® — p° FE g°)n° : 


on pourra par conséquent disposer de l'une de cess 
quantités pour simplifier les calculs. 


Si 
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Si l'on Fait, par exemple , m— b, il viendra 


e dt 
SOU Da, PE a ve pt + q, 


| valeurs aisées à construire, et qui donneront la posi- 
tion du centre et le rayon du cercle à décrire con 
jointement avec la parabole que fournit l'équation 
x°— by. Je n’entrerai point dans Ja discussion des 
Cas qui pourraient exiger un autre choix dans la valeur 
assignée à l’une des inconnues; et je terminerai ce Traité 
par l'exposition d’une méthode qui réunit à l'avantage 
de s'appliquer aux équations d’un degré quelconque, ce- 
lui de peindre les résultats obtenus analytiquement par 
la théorie de la composition des équations. 


175. Pour fixer lesidées, je supposerai que l’équation 
‘à construire soit seulement a+ bx+ cx? + dis — 0 ; 
et je ferai e 


y=a+ bx + cx? + dx. 


IPuisque dans les points où la courbe représentée par 
cette dernière équation ; rencontrera l'axe des abs 
rcisses, onaura y — 0, il s'ensuit que les abscisses de ces 
points seront les racines de l’équation proposée ; la 
question sera donc réduite à construire la courbe dont 
il s’agit , ce qui est facile , après avoir rendu son équa- 
tion homogène, “en y restituant les puissances de l’u- 
nité (71). On obtiendra en effet 


Da ta" à da 
VAN #07 n° 


résultat dont chaque terme se construirait séparément 
par les lignes proportionnelles (68); mais voici un 
moyen de lier entre elles d’une manière commode ces 
différentes opérations, és 

Trigonométrie. 6° édition. 17 


Fig. 70. 


£'O(n):F'Q(x) ROCHE): FPE 


Le. 
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On mènera, fig. 70, l’axe Æ4B des abscisses ; par 
l’origine À , on élevera perpendiculairement à cet axe, 
la droite 4C, qui sera celui des y; ét ayant pris 
sur le premier la partie 4D — n, et mené DE pa- 
rallèle à 4€, on portera sur cettà dernière des 
parties 

IE POSE CH RERMTE"U" 

on tirera ensuite ZX parallèle à 4B; on joindra less 
points H et À par une ligne qui coupera en Z, la lignes 
PR élevée perpendiculairement à AB, sur l'abscissen 
AP = x ; on mènera ML parallèle à 4B, pour déter= 
miner sur DE le point M, que l’on pe, À avec le 
point G; par le point N, où MG rencontrera PA 
on tirera ON parallèle encore à 4B , et joignant le’ 
point © avec le point F# , la droite OF donnera sur 
PR un point Q , tel que PO —Y. | 


En effet, on a, par les triangle® semblables rt 
et H'LH, È 
dx | 


1K (x) : ML (&) :! HI(d) : HN =, 
d'ou : 4 
GH'= GH + HH —=c+ LE 
des triangles H'MG et G'NG, il résulte : 


du #1 : 


HAN. 800 
H'M{n) :G'N(x):: GH' (+ —) :GC = +2 
et par conséquent 


FG =FG+ GC =b+T 2e 
enfin des pédeles G'OF , F'QF, on conclut 


cx dx? br, cx° dé 


n? 
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. . ’ | 4 
ce Qui donne pour dernier résultat , 


È 3 
PO=AF = AFLFE— à JL LA Lu Æ dx 


“D Gi | 
n° 


On étendra sans peine ce procédé au cas où l'équa- 
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes; 
èt lorsqu'on aura obtenu assez de points pour caracté- 
riser la marche de {à courbe, on reconnaîtra aisément 


de combien de racines réelles cette équation est sus 
ceptible. is 


174. Si le cours de la courbe est tel que le repré- 
sente la ligne XEGILY, fig. 71, elle rencontrera cinq Fig. 71. 
fois l'axe des abscisses, et indiquera par conséquent 
que l'équation dont elle dérive a un pareil nombre 
de racines réelles : cette équation ne pourra être d’un 

egré inférieur au cinquième. L'équation proposée 
sera : 


a+ bx ex? E das + ext + fx° + etc. — 0, 
et celle de la courbe à construire, 
Y=a+bx+ cr + de + ext + fx5 etc. 


. Il'est évident que les valeurs nüitériques de l'or 
donnée y, ne sont autre chose que les résultats qu’on 
tire de l'équation proposée, en donnant à æ les va- 
leurs correspondantes aux différentes abscisses qu'on 
a choisies arbitrairement : la courbe X£GILY offre 
donc en quelque sorte l'équivalent du tableau dans 
‘equel ces résultats seraient inscrits, mais avec cet 
Avantage, qu'en vertu de la loi de continuité, qu’on 
ent bien mieux dans les lignes que dans les nombres , 
es intervalles entre deux substitutions successives se 
‘emplissent avec la plus grande facilité. Ayant cal- 
Res 
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culé} par exemple, les ordonnées PP, Q'Q, R'R, 
fort proches les unes des autres , et joignant leurs ex- 
trémités par un trait continu, sans angles ni jarrets , 
on a d’une manière assez exacte les ordonnées in= 
termédiaires. 


On observera, 1°. que puisque l'équation de la 
courbe ne renferme que des puissances entières el 
positives de x, chaque valeur de cette indéterminée 
ne donnera pour y qu’une seule valeur qui sera finie 
ou limitée tant que x le“era, mais que y sera suscep=» 
tible de prendre des accroissemens illimités, lorsque 
x en‘recevra detels, et que par conséquent la courbe 
XEGILY doit s'étendre à l'infini, de chaque côté dé 
l'axe AC des y. 


2°, L'inspection seule de-la figure fait voir que 1 
courbe X£ÆGILY ne saurait passer d'un côté de l'axe 
AB à Vautre, sans rencontrer cet axe, ou analytiss 
quement parlant, que l'ordonnée y ne peut changer 
de signe sans devenir nulle (*) ; d'ou il suit que sz deu 
substitutions Jaites dans l'équation proposée, donnent 
deux résultats de signe contraire , y a nécessairement 
une racine réelle comprise entre Pe valeurs de x em= | 
ployées dans ces substitutions. | 


5°. Si l’on prend sur la même courbe deux ue 
placés du même côté par rapportà l'axe 4B , il y auré 


toujours entre eux unnombre pair dieabetins de 
a | 


4 

(*) Cela est vrai dans ce cas, parce que Fesp site de y est sans | 

[AA 

dénominateur ; mais si on avaityÿ = — la succession des valétiiiil| 
S 4j 

, a @ 

x=+1,x=0etxe=—1, donneraity=+a,y ==, ou infini, 
[e] | 


ty a C’est ainsi que les branches de l’hyperbole, considé | 


sée entre sc asymptotes, sont liées entre elles (120). | 
è & | 


À LA GÉOMÉTRIE. 262 


la courbe et de cet axe : on en voit en effet deux entre 
E et I, quatre entre £ et Y , ou entre Xet L, etc. 
ou bien il n’y en aura aucune , ainsi que cela arrive 
entre P et I. Au contraire, il y aura certainement 
un nombre impair d’intersections, si les points que 
l'on considère sont placés de différens côtés, comme 
le sontXetE , Xeti, XetF, etc. De là résulte 
cette proposition analytique : entre deux valeurs de x, 
qui, par leur substitution dans l'équation proposée , 
| donnent deux résultats de même signe, 1l ne peut y 
avoir qu'un nombre pair de racines réelles, et 1l yen 
aura un nombre impair st ces résultats sont de signes 
différens. 


4°. Enfin il arrive quelquefois que par suite des re- 
Mations que peuvent ayoir entre eux les coefliciens a, 
2,c,d,e, f, etc. deuxintersections consécutives, 
icomme X et M, se rapprochant continuellement , 
viennent à se confondre , et la partie IKZMY de la 
courbe prenant la forme du trait ponctué IL'Y , ne 
lfait plus que toucher l'axe AB; alors les deux racines 
représentées par AK et AM , deviennent égales entre 
elles et à l'abscisse Æ4ZL'. On voit facilement que si 
M'équation proposée n'avait pas d’autres racines réelles, 
Ma courbe qui en dérive ne couperait son axe nulle 
part, et qu'on ne pourrait par conséquent faire chan- 
ger de signe le premier membre de cette équation , 
“par aucune substitution. Il n’en serait pas de même 
dans le cas où trois intersections se réuniraient : la 
courbe couperait au moins une fois l'axe, soit avant, 
soit après; et pour s’en convaincre , il sufhit de voir 
ce qui resterait de cette courbe si les trois points 
1H,K et M, ou F, Het, venaient à se confondre. 
(En suivant ces considérations, on reconnaïtra que , 
par la réunion d’un nombre pair d'intersections , la 
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courbe dérivée de l'équation proposée , peut se trouver 

toute entière d'un même côté de laxe, mais que 

cette circonstance n’a jamais lieu Lors e le nombre. 
des intersections , confondues en une seule, est im 
pair; et on coublnra de là que, lorsqu'une équations 

n'a pour racines réelles qu’un nombre pair de racinesw 
égales, il est impossible d’en reconnaître l'existenceu 
par aucune substitution. 

Souvent l'inspection d’un petit nombre de points de 
la courbe , suffit pour indiquer l'espace où elle s’ap- 
proche le plié de l'axe des abscisses ; alors multipliant“ 
dans cet espace le nombre des points déterminés , ont 
parvient à s’assurer s’il y à un contact ou bien ‘des! 
intersections, et si par conséquent l'équation propo— 
sée a des racines rigoureusement égales , ou seulement” 
peu différentes les unes des autres : dans ce cas, law 
construction de la courbe sert autant à faciliter la ré-| 
solution numérique qu’à en éclairer la marche. 


Fa 
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Contenant les premiers Principes de 
lApplication de l_Ælgèbre aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure. 


Ogserv. Je crois devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitués à ce genre de consi- 
dérations , qu'ils trouveront dans le Com- 
plément des Hlémens de Géométrie , les 
notions préliminaires indispensables pour 
Pintelligence de ce qui va suivre. 


Équation du plan et de la ligne droite. 


175. lu manière la plus commode de fixer la 
position d’un point quelconque M dans l'espace, fig. 72, Fig. 72. 
| est de le projeter d’abord sur un plan B 4C donné de 
position, en abaissant sur ce plan la perpendiculaire 
MM', et de rapporter ensuite la projection M”, à 
deux axes AB et AC, perpendiculaires entre eux, 
pär les covrdonnées 4P et PM”. Cela revient à rap- 
porter le point lui-même, aux troisplans B4C, BAD 
ét DAC, perpendiculaires entre eux; car les coordon- 
nées AP et PW, situées dans le plan BAC, repré- 
sentént les distances MM" et MM" du pont propo- 
sé M, aux deuxautres plans DAC et BAD. Les droites 
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AB, AC, AD, suivant lesquelles les plans coordon< 
nés BAC, BAD, D AC, se coupent deux à deux, sont 
les axes des coordonnées ; et on les distingue entre elles 
par la lettre qui marque la coordonnée qui leur est 
parallèle, Ainsi, en faisant 4P= x, PM =Yy, 
M'M=—32, la ligne 4B sera l'axe desæ, la ligne 
AC, celui des y, et la ligne AD , celui des z. 


Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dé- 
nominations semblables. Le plan BAC s’appellera le 
plan des x et y, parce qu'il contient les coordonnées 
æety. La projection A” du point AZ, sur le plan 
BAD , étant rapportée aux deux axes 4B et AD, 
par les coordonnées 4P — x et PM"—M'M—32, 
ce plan sera désigné sous le nom de plan des x et z. 
Enfin la projection M" du point A7, sur le plan DAC, 
étant rapportée aux axes AC et AD, par les coor- 
données 4Q — PM! =yétOM"—= MM = 7z,,. ce k 
plan sera désigné sous le nom de plan des y et z. 


T1 faut observer , 1°. que les coordonnées y et z sont 
nulles en même temps pour tous les points de l'axe 
des x, AB ; qu'il en est de même de x et de zrelati- 
vement à l’axe des z, AD. 


2°. Que pour tous les points du plan BAC, la coor- 
donnée z est nulle, et qu’elle a une valeur constante 
dans tous ceux d’un plan quelconque , parallèle à ,ce : 


‘premier; ensorte que cette équation, z—=c, lorsqu'elle 


est seule et qu’on n’a aucune autre détermination rela- 
tivement aux deux coordonnées restantes x ety, doit 
être regardée comme désignant tous les points du plan 
mené parallèlement à BAC, à une distance égale à c. 
On verra de même que y est nulle pour tous les points 
du plan BAD , et que l'équation du plan qu’on mène- 
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rait parallèlement à ce premier, à une distance b, se- 
rait y — b. 


Si on réunit ensemble les deux équations z— c@æt 
y— b, c'est-à-dire, si on suppose qu'elles aient lieu en 
même temps, elles désigneront une droité parallèle à 
l'axe des x , et menée par le point du plan des yetz, 
dont les coordonnées sont c et b; car il est facile de 
voir que cette droite peut être regardée comme l'in- 
tersection de deux plans respectivement parallèles aux 


plans BAC, BAD. 


Enfin, dans le plan DAC, la coordonnée x sera 
toujours nulle ; et x=— a sera l’équation du plan mené 
parallèlement à ce premier, à une distance égale à a. 
Lestrois équationsz—c, y—b, x —a, étant réu- 
nies, ne peuvent plus appartenir qu'au point qui se 
trouve dans l'intersection des trois plans respective- 
ment parallèles à chacun des plans coordonnés. 


176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation , entre deux des trois indétermi- 
néesx, y et 2; et je prends pour exemple z— 4x. 
On voit d'abord (87) que cette équation appartient à 
une droite AN”, fig: 73 , menée dans le plan des x Fig. 55. 
et z, BAD ; maiselle a encore un sens plus étendu ; 
car si on PA que la droite AN” se meuve UL 
lèlement à elle-même le long de l'axe AC, des y, 
dans quelque position qu'elle s'arrête, l’ordonnée z , 
ou M'm, prise au point quelconque M situé sur la 
droite PM, parallèle à 4C , sera égale à l'ordonnée 
Pm’, correrphi da. dans le plan BAD , à l'abscisse 
AP — QM'. La droite AN", parle Moyenient que 
je lui suppose, décrit le las N'AC, passant parles 
droites AN" et AC; on aura donc z — 4x Lg tous 
les points de ce plan. 
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On trouverait des conséquences analogues pour Îles 
autres plans coordonnés , en prenant des équations 
entre les indéterminées qu'il contiennent ; mais il vaut 
mieux passer tout de suite à un cas plus général, et. 
considérer l'équation z — 4x + BY. 

En y faisant y — 0, il viendraz= 4x, d'où l’on 
conclura que la droite AN’, qui se trouve com- 
prise dans cette dernière, renferme tous les points 
communs à la surface représentée par l'équation 
z— Ax+ By, et-au plan coordonné B41}, sur 
lequel y est toujours nul, et que par conséquent cette 
droite AN" est l'intersection de ce plan, avec la sur- 
face proposée. 


Lorsqu'on fait x—o, on obtient 2=— By, équa- 
tion qui appartient à une droite ÆN” menée par l'o- 
rigme A4, dans le plan DAC, et qui est l'intersection 
de ce plan, avec la surface représentée par l'équation 


3 — Ax + BY. 


Si maintenant on conçoit que la ligne ÆI/V" se 
meuve parallèlement à elle -même le long de 4N", 
elle décrira le plan NAN"; et quand elle sera parve- 
nue dans une position quelconque m"XF, la portion Mm 
de l’ordonnée MH sera égale et parallèle à Om" : on 
aura par conséquent 


MM=Pm'+Qm = Ax + By =z; 


d’où il résulte quele plan N"A4N”,passant par les lignes 
AN" et AN", dont les équations sont 


AE AL; 2 By. 
a lui-même pour équation 


2—= Ax + By. 
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Si le plan proposé , au lieu de passer par l’origine 4, 

se trouvait dans une position G"£G”, déterminée par 

les lignes EG", EG", respectivement parallèles à ÆJ\" 

et à Æ1V”, il serait parallèle à N'AN'; et en prolon- 

geant, l'ordonnée de celui-ci jusqu'à ce qu’elle ren- 
contrât le premier , on aurait 


ML= MM + ML MM + AE: 


en nommant donc D la distance AE , et zl’ordonnée 
M'L ,il viendrait, d'après ce qui précède, 


2= Ax + By + D. 


Telle est l'équation d’un plan mené dans une po— 
sition quelconque : il est aisé de se convaincre qu’elle 
représente l'équation générale du premier degré à 
trois indéterminées ; car cette dernière. ne peut être 
que de la forme 


ax + y + yz+d—=o, 


et en la divisant par y, elle rentrera dans la première, 
lorsqu'on aura posé 


On voit done que le coefficient + n’ajoute rien à la 
généralité de l'équation : je conserverai néanmoins 
pour rendre les formules plus symétriques , et je re- 
présenterai l'équation d’un plan quelconque par 


Ax+ By + Cz JD — 0; 


mais il faudra se rappeler que, dans tous les résultats, 
il y aura une des constantes qu'on pourra supposer 
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égale à l’unité, ou déterminer par des conditions par- 
ticulières. + 


177. En faisant successivement x, y et z nuls, dans 
l'équation de ce plan, on trouvera qu’il coupe celui des 
+ etz dansune ligne dont l'équation est By+Cz4+D—o, 
celui des x etz, dans une ligne dont l'équation est 
Ax + Ci+ DR et enfin celui des x et y dans 
une ligne ayant pour équation 4x + By + D =o. 


L’étendue des plans étant indéfinie , il faut concevoir 
que le plan GÈG" soit prolongé derrière les plans 
coordonnés BAD , DAC; il rencontrera alors le plan 
BAC, et passera dessous, Toutes ces circonstances 
peuvent se lire dans son équation, en observant que 
chacune des indéterminées x, yetz, doit être prise 
positivement et négativement, et que siles parties 4B, 

Fig. 72. AC et AD, fig. 72, des axes des coordonnées , ré- 
pondent aux valeurs positives de ces quantités, les 
parties opposées 4b, Ac et Ad, répondront aux va- 
leurs négatives. Cela peut se prouver immédiatement 
par le cours des lignes situées dans les plans BAC, 
BAD et DAC; on y parviendrait encoré en trans- 
portant chacun de ces plans parallèlement à lui-même, 
de manière à rendre positives les ordonnées négatives 
qui lui sont perpendieculaires, et on raisonnerait alors 
comme on l’a fait à l’égard des lignes (76). 


I] suit de là qu’on peut distinguer dans lequel des 
buit angles trièdres que les plans coordonnés forment 
autour du point À, tombe un point proposé, par 
le moyen des signes dont ses coordonnés sont af- 
fectées ; il suffit pour cela de remarquer que lors- 
qu'on prend 


APPENDICE. 269 


+ x, + y, + 2, dans l’angle 4BCD ,on a 
+ x, +y, — 3, dans l'angle #BCd, 

+ x, — y, +3, dans l'angle 4BDc, 

— x, + y, + 3, dans l'angle 4CDb, 

+ x, — y, — 3, dans l'angle 4Bcd, 

— 2, —ÿ, +2, dans l'angle 4Dbc, 

— ZT, +y, — z, dans l'angle 4Cbd, 

— ZX, — y, — 2%, dans l'angle Æbcd. 


178. Une ligne droiteest donnée toutes les fois qu’on 
connaît deux plans qui la contiennent, et dont elle est 
alors l’intersection, parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans. 
Soient donc 48 


Az + By + C: +D DE nt) 
Ax+By+Cz+D'—=0o......(2), 


les équations des plans donnés ; en regardant les in- 
déterminées x, y et z, comme ayant la même va- 
leur dans ces deux équations, il n'en restera qu'une 
qu’on puisse prendre arbitrairement, et les deux autres 
calculés en conséquence de la première, feront con- 
naître la position des différens points de la droite 
proposée. 


Les équations (1) et (2) ne sont pas les seules qui 
puissent représenter la droite proposée; car elle se 
trouve dans une infinité de plans différens : mais on 
choisit ordinairement parmi toutes les équations qu’elle 
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées x, y et Z. | 


En éliminant successivement x, y et z, entre les 
équations (1) et (2), on obtiendra les trois suivantes: 
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(AB —4'B)yÿ—(CA — C'A)z:+ AD — 4'D=0, 
(BC —B'C)z— (AB —A'B)x+ BD'— B'D —0, 
(C4'—C'A)x—(B8C — BC) y + CD — CD=o. 


qui deviendront 
9 — Bz+ d—0o Dis ot (3), 
az — 92 + ER ON + 1e (4), 
Bx — ay + E—o Phase 4 di A 


en faisant, pour abréger , 


AB AB y, CA CAR, BC 2 Ba, 
AD'— A'D= à, BD'=B'D=e, CD' = C'D—=t. 


Deux quelconques de ces équations suffisent pour 
remplacer les équations (1) et (2) ; et comprennent 
implicitement la troisième. En effet, si on multiplie 
l'équation (3) par &, l'équation (4) par 8, l'équation 
5) par y, et qu’on ajoute les produits, on trouvera 


aS + B+ yo, 


résultat que la substitution des valeurs de, £, y, À, 
et 6, rendra identique, ou qui exprimera Ja condi- 
tion que doivent remplir ces quantités, pour que les 
équations (3), (4) et (5), étant données à priori, 
puissent appartenir à la même ligne droite. 


L'équation (3) qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées ÿ etz, pour tous les 
points de la droite proposée, appartient à l’ensemble 
des projections de ces points sur le plan des yetz, et 
est par conséquent l'équation de la projection de Ja 
droite proposée, sur ce plan (Compl. des Élém. de 
Géom., n°4). On verra de même que l'équation (4) 
appartient à la projection de cette droite , sur le plan 
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des æ ei z, et que l'équation (5) est celle de sa 
projection sur le plan des x et y. Deux quelconques 
de ces projections étant données, la droite est entiè- 
rement déterminée; cela est évident par l'analyse pré- 
cédente, et parce que la droite proposée n’est autre 
que l'intersection de deux quelconques des plans pro- 
jetans ( Compl. 5), plans dont l’équation est la même 
que celle de la projection sur laquelle ils sont éle- 


vés (176). 


179. L'équation générale du plan ne renfermant que 
trois constantes nécessaires, il suffit d’un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. J’indiquerai suc- 
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent 
le plus fréquemment , et je traiterai en même temps 
les questions analogues , relativement aux lignes 
droites. 


Lorsqu'il faut faire passer un plan par trois points, 
dont les coordonnées sont 


{ f LA “ [A {1} 17 19 D , 
CON NOÉ ER EE ot D AETCAR, 
on met successivement 


/4 à 
, x”, au lieu de x, 


pi x" 
Y, Y's Y' au lieu de y, 
z', Z', 2, au lieu de z, 


dans l'équation générale du plan, 
Ax + By + C:+D=o, 
et il vient les trois équations suivantes : 


4 Ax' + By +Cz + D—=o, 
Ax'4 By" 4 C4 Do, 
Ax"+ By"+ Cr" D=o, 
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Le] 
NI 
(el 


© , 
[= 


le ° | 7 A 
moyen desquelles on détermine les quantités +, 
C k - 
» D? et on trouve 


à z! (y” — y") sen 2" (y — y") +2" (y — 7") de. 
x‘ (y 2"—y" z')— x" ( ÿ 2 —y" z') + mA y z" — y" z') 

x’ ( ne z" LE x" (z'— z") + Eau 6 580 2") | 
x'(y"2"— V2)" (y 2"—3" 2") Ha" y2'—ÿ'2) 
y (x"— x”) — y" (x — x”) + y" (x — x" à 


1,4 


Il 


I 


CISGIS GIR GIE 


Îl est aisé de voir que si on voulait déterminer les 
équations des projections d’une droite qui passe par 
deux points donnés , on y parviendrait d’une manière 
analogue , en substituant les coordonnées de ces points 
dans les équations générales x = az +a, y —bz+6; 
et on trouve ainsi 


(4 / # 


QE Le: ARTE : = é 
DL = GE), Y—Y —? Y (G— 2) (88). 


GE à, 


180. Pour reconnaître quand deux lignes données 
sont dansun même plan , ou, ce qui revient au même, 
se coupent, il faut s'assurer si les indéterminées x, 
y et z peuvent être communes aux quatre équations 
des projections de ces droites ( Compl. 19); orilest 
évident qu’en éliminant x, y et z , il restera une équa- 
tion qui exprimera la condition sans laquelle les équa- 
tions des droites proposées ne sauraient avoir lieu pour 
le même point. Soient 


Mrs + x —=u'2z+ 4! 
y = bz +6 ia 


les équations de ces droites; on en tirera sur -le 
champ 
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champ 


as+a—az+tae, bz2LB—bzt+e£. 
Et éliminant z, il viendra 
(Gaby (56) 20) & 0: 


181. Deux plans qui sont parallèles ont leurs com- 
munes sections, avec chaque plan coordonné, respec- 
tivement parallèles entre elles (Compl. 15) ; mais si 


Ax+By+ Cz+D—=o, A'x+B'y+C':4+D —o, 


représentent les équations de ‘ces deux plans, leurs 
communes sections respectives avec les plans des x et 
z, et des yet 2, auront pour équations 


_Ax + Cz + D =o, Ax+Cz+D'—0o, 
By + Cz+D—o, By+Cz:+D'—=o, 


et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu'on aura 


A A B B' 
oo ce) 


Tirant de ces dernières les valeurs de 4’ et de Z/, on 
obtiendra pour l'équation du plan parallèle au premier, 


D (AR + By + CD 0. 


I reste D’ à déterminer dans ce résultat; or en suppo- 


sant que le plan cherché doive passer parqun point dont 
‘les coordonnées soient x’, y’ et z', on aura 


Le (Az + By! + C3) + D'— 0; 


retranchant cette équation de la précédente, D’ dispa- 


| 
| 
| T'rigonométrie. 6° édition, 18 


274 APPENDICE. 


raitra, et divisant alors par il viendra 


C” 
C° 
A(x—x)+B(y—y)+C(G—2)=0. 


Il est à propos de remarquer qu’en regardant 4, B,C, 
comme des quantités quelconques, l'équation ci-dessus 
sera commune à tous les plans qui passent par le point 
proposé. 

Puisque deux droites sont parallèles lorsque leurs 
projections, sur chacun des plans coordonnés, sont res- 
pectivement parallèles ( Compl. 20 ), leurs équations 
seront, dans ce cas, de la forme | 


x = az a). Feb) 
y = bz +8 y=b2+e | 


Si la seconde doit passer par le point dont les coor-, 
données sont x’, y’ et z’, on aura, pour déterminer. 
«' et 8°, les équations 


x'— az ha et y—bz +6, 


- 


dont on tirera, en opérant comme tout-à-l'heure, 


xx —=a(zs—2z), y—y =b(G—72). 
182. Pour trouver l'équation d’un plan perpendi- 
culaire à une droite donnée, il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan, avec chacun des plans 
coordonnés, sont perpendiculaires aux projections de 
la droite donnée (Compl. 82). Soient 4 
| 

x==azta, y—bz+8, 


les équations de cette droite, et 


Ax+ By +C:+D=o, | 
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_ 


celle du plan cherché; les communes sections de ce 
dernier , sur le plan des x etz, et des y et z, seront 
représentées par 


Caux D 
Ax + Cz+ D —=0o ou RNA TS 11° 
By + C:+D—=o ou y=—$27, 


et pour que ces droites soient perpendiculaires aux 
projections de la droite donnée, il faudra qu’on ait 


A B 
4 cer = C , b = C (ao). 
Substituant les valeurs de 4 et de B, tirées de ces 
équations, dans celle du plan cherché, on aura 


C(ax + by +2) + D—o; 


et si ce plan doit passer par le point dont les coordon- 
nées sont x’, y’ etz', son équation deviendra 


a(x— x) +b(y—y)+z— 2 —o. 


Si l'équation du plan était donnée, et qu’on deman- 
dât celle de la droite qui lui est perpendiculaire de 
faudrait alors remplacer a et b par les valeurs indiquées 
ci-dessus ; il viendrait 


L4 A LA L4 B L 
Tr (c—2), POS or 0e 


ipour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par 4x + By + Cz+ D—o, et assujétie 
à passer par le point dont les coordonnées sont x", y 
oz’. 


183. La distance du point #7, fig. 72, dont les COOT- Fig. 72. 
18.. 
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données sont x, y et z, à l'origine Æ#, a pour ex- 
pression | 


V/ AP + PM EMM =V 24) + (Compl. 24). 


Celle de deux points quelconques M et m, s'obtient 
en prenant PO —pm, MN — mm, et en considé- 
rant les triangles m'OM' et mNM, rectangles l’un en 
O, l'autre en M: il en résulte 


= MO + MO,. mM=mN+ MN; 


mais en désignant par x’, y’, 2’, les coordonnées du 
point m, il vient 


mO—=x—x, MO—y-y, MN=z—?7, 
et observant que mN — m'M", on trouve 


mM = V(a—r} +(y—yY}+G—-2). 


184. Ceci mène à l'équation de la sphère, puisque 
tous les points de sa surface devant être égalements 
éloignés de son centre, si on suppose d'abord qu'il soit 
à l’origine et que le rayon soit r, on aura dans touss 
ces points, g 


D+y+a=r; 


et si les coordonnées du centre sont x’, y”, 2’, il viendra 


| d { ENTREE 
G—x}+(y—-YY+G—-2z}=r. { 
185. Ce qui précède fait trouver d’une manière très 
simple l'expression du cosinus de l’angle compris entre, 
deux droites données. Soient ÿ. 
xx —=a(z—z)) x—x NS OA) 


y—y=b@—2)) 3—y =b(—2) 
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les équations des projections de ces droites, qui se 
coupent au point dont les coordonnées sont x’, y’ et z’ ; 
si on imagine qu'elles se meuvent parallèlement à elles- 
mêmes, jusqu'à ce que leur point d'intersection soit 
à l’origine , leur angle ne changera pas, et les équations 
ci-dessus se reduiront à 


AD NERO 41) 

SA ) y-= ie 
Si l’on conçoit ensuite une sphère qui ait son centre 
à l’origine, et dont le rayon soit représenté par r, 
la distance des points où sa surface coupera chacun 
des côtés de l’angle cherché, sera évidemment la corde 
de cet angle. On trouvera les coordonnées du point de 
rencontre de là première droite avec la surface de Ja 
sphère, en. déterminant x, y et z, par les équations 
de cette droite, et par celle de la sphère; on aura 

ainsi 

ar br r à 


POV) Vatepn Vies 


nommant x’, y et z/, les coordonnées du point de 
rencontre de la seconde droite ayec la surface de la 
. sphère, on aura de même 


; ar à b'r ; r 
Tyran ? 


TZ 


V'i+arebe Vita +#pe 
L'expression du quarré de la distance de ce point au 
précédent, sera (x—x } +(y—y}+(z—2}; 
eten y mettant pour. æ— x", y —y",2—2", leurs va- 
leurs, on trouvera, après les réductions, 


h + 2 (1 + aa + bb) aébidi 
TE LTETE TC 
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Mais en nommant 7 l'angle cherché, sa corde sera 


V/2R —2Rcos (13), 


R désignant le rayon; et faisant ce rayon = 1,on aura … 
pour le quarré de la corde 2(1—cos77) ; puis comparant 
avec l'expression trouvée ci-dessus, dans laquelle on 
fera aussi r — 1, il viendra 

1 aa + bb’ 


cos 7” — re et re 


Vo re + et) 
I] sera facile de déduire de là 
Va ab Ela—r a) L(b—b} 
VG ++ b)Q + + 087) 
Pour que les deux droites proposées soient perpen- 


diculaires , il faudra qu’on ait cosŸ” — o, et par consé- 


‘quent 1 + aa’ + bb" — 0. 


sin 77 — 


186.-C'est ici le lieu de parler des relations qui 
‘existent entre les angles que fait une droite quelconque 
avec les axes des coordonnées, parce qu'on les a in- 
troduites depuis avec beaucoup de succès dans la mé- 
canique, et qu'elles donnent plus de symétrie aux 
équations de cette droite. | 

Pour y parvenir par le moyen des expressions du 
n° précédent, je suppose que la seconde droite don- 
née soit l’un des axes, celui des x, par exemple: 
dans ce cas, on aura ÿ — 0, quel que soit æ; ainsi 
b! — o. Observant ensuite que d’après l'équation 
x —= az, a désigne la tangente de l'angle que fait 
avec l'axe des z (86) la projection de la ligne dont 
il s’agit, angle qui est droït quand cette ligne coin- 
cide avec l'axe des x, on verra que a’ est infini (24). 
La supposition de b"—0o réduit d’abord l'expression 
de cos à 
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1+ aa 
V'GQ+a +b)( Fa) 5? 


et en divisant ses deux termes par à&’, on lui donnera 
la forme 


] 
— [44 
vd a’ + 


puis en y faisant a’ infini, elle deviendra 


a 


ViEa + 


Telle est l'expression du cosinus de l’angle que la pre- 
mière droite donnée fait avec l’axe des x. 


On trouvera de même pour l’axe des y, par opt 
auquel a —0o, et best infini, 


b 
Vi +a+ b+ 


Pour l'axe des z, par rapport auquel a = 0..et 
He. on A, ee 


1 
Vi+ a + b° 
En désignant respectivement par &, 8, y, les trois 
angles dont je viens d'indiquer les cosinus, on aura 


a b 
COS 4 — ——, CO 
Vi+a+b Vi a +6 
Cos y — : 
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Si l'on quarre ces trois équations et qu’on les ajoute, 
il viendra 
+ bi 


COS &? COS B? + CO Y = — —""— 1, 
1 + a + b? 


comme on l’a remarqué dans le n° 59 du Complém. 
des Elém. de Géom. 


187. L'expression de cosy donnant 


LS, Del 
» 
cosy 


Via FFE 


si l'on substitue cette valeur dans celles de cos et 
cosf, on en tirera 


et leséquations de la première droitedonnée deviendront 


(x—x)cosy=(z—2)cosa, 
(y —7y ) cosy —(z— 2) cos£. 
Si l'on substitue les valeurs de a et de b dans l’é- 


quation du plan perpendiculaire à cette droite, sa- 
voir , dans 


afr—x) + b(y—y)+G—z)—=0 (182), 


on obtiendra ce résultat très-symétrique, 


(x—x") cosa + (y—y) cosB+(:—2") cosy — 0. 


Enfin si l'on désigne par æ&’, 8’, +’, les angles qu’une 
seconde droite fait avec les axes des coordonnées, ce’. 
qui donnera 

, : cos &” PT COR 
a = em 


cos y? Le CODE 


APPENDICE. 281 


l'expression qui désigne le cosinus de l’angle que 
cette seconde droite fait avec la première (185), se 
changera en 


cos Ÿ”— cosa cos a+ cos 8 cos8" + cosy cosy’, 


si l’on fait attention que 


cosæ®+cosé®+-cosy"= 1, cosæ?Ecos£?Æcosy— 1. 


188. L’utilité de ces formules peut faire desirer 
de les obtenir immédiatement, ce qui est facile par 
les considérations géométriques. 


1°. En supposant que Ja droite donnée soit trans- 
portée parallèlement à elle-même à l’origine des coor- 
données, et représentée par AM, fig. 74, on obser- Fig. 54. 
vera que le triangle APM est Fctele en P, puis- 


que le plan M'PM" est Hits à l’axe 4B, 
et on en conclura 


AP os a 
ANT VERRE Viteir. 
en mettant pour AM — ÿ/x°+y- +" +2 (183) et pour 


et ÿ leurs valeurs az et bz. 


cos PAM = — 


On trouverait de même 


AQ b 
AM==—= = —— 
“4 AM LE + AV MT at 1 REA 
cos RAM — = s 


Var +y Lay? pre Du 7e 1 is 


Ainsi on parviendrait sur-le-champ, par ce moyen, 
à la relation 


cosP AM + cos QAM + coSR AM == 1. 
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2°, Le triangle APM donne AP — AM cos PAM; 

on aurait de même 4R — AM cos RAM, et comme 
AR = PM", il viendrait 

AP _ cos PAM FN DUT Me 

PM" cos RAM Z  Cosy” 
en représentant par & et y les angles que la droite 
AM fait avec l'axe! des æ et celui des z. On aurait 
de même 


B désignant l’angle compris entre la droite proposée 
et l’axe des y. | 


3°. Enfin on indique quelquefois une droite par 
l'angle MAM' qu’elle fait avec sa projection sur Île 
plan des x, y, et par l'angle MAP que fait cette 
projection avec l'axe des x. Soit 8 le premier angle, 
et ® le second, on aura 


MM = AM sin MAM', ou z— AM sin6, 
AM = AM cos MAM, ou AM'—= AM cos6, 
PM' — AM'sinM'AP, ou y—AMcosô sin, 
AP —=AM'cosM' AP ,oùu x—AMcosû cose. 


Si l'on rapproche ces dernières expressions de x, 
de y et de z, de celles qui résultent des équations 


x cos ae y cos B 
2 cos y 2. CHYx 


en faisant attention que +, désignant l'angle RAM, est 
le complément de AM! ou de 0, il viendra 


cosy—sin8, cosB—cosb sing, cosæ—cosû cos g. 


En quarrant ces dernières équations et les ajoutant , 
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on retrouverait encore comme ci-dessus, 


cos y? + cos B? + cos 4° = 1, 


Je terminerai cet article en faisant remarquer que 
toutes ces relations rentrent dans des résolutions de 
triangles sphériques rectangles (58). 


189. Le cosinus de l'angle que deux plans quel- 
conques font entre eux, se déduit immédiatement dn 
n° 185; car cet angle est égal à celui que font deux 
droites, menées perpendiculairement ‘à chacun des 
plans proposés, par un point quelconque de leur 
commune section ( Complém. 46 ). Ces plans étant 
représentés par les équations 


Ax+By+Cz4D=o, A'x+B'y+4C'z4D —=o, 


si on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, jusqu'à Ce qu’ils soient parvenus à l’origine 
des coordonnées, leur angle ne changera pas, et leurs 
équations se réduiront à 


Ax+ By+C:=0o, Ax+By+Cz—o; 
celles des droites qu’on mènera perpendiculairement 


à chacun d'eux, par ce point, seront (182) 
A A 


B L] 
nt nf. EE 


substituant donc dans l’expression de cos 7”, au lieu 
de a et b, de a’ et b’, les valeurs que donnent ces 


équations, il viendra 
AA! + BB'+ CC | 
VAE OGC FE RC) 


- cos 72 
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Si l’un des plans proposés, le second, par exemple, 
était celui des æ et y, pour lequel on a toujours 
z—0o, il est évident que 4’ et B” deviendraient nuls 
dans cette supposition, et que cos 7” se réduirait à 


Ê 
On trouvera de même que le cosinus de l’angle formé 
par le premier plan proposé, avec celui des æetz, 
pour lequel on ay—0o, 4’—oet € —o, sera 
é: 
et que le cosinus de l'angle du même plan avec celui 
des ÿ.et z, pour lequel x — 0, B—0, C'— 0, sera: 
A 
VA+BTEC 
Dans le cas où les deux plans proposés seraient per- 


pendiculaires entre eux, on aurait cosŸ’—0o, et par 
conséquent 44° + BB +4 CC'— 0. 


Des surfaces du second degré. 


190. Les surfaces, de même que les lignes, se 
divisent en ordres, suivant le degré de leurs équations. 
Le plan est la surface du premier ordre, parce que 
son équation ne monte qu’au premier degré. Les sur- 


faces du second ordre sont toutes comprises dans | 
l'équation 


A+ By +C2+2Dxy+2Exz+2Fyz ss" 
+2Gx+2Hy+2K2 }= “px 


Là Là A . 
la plus générale qu'on ‘puisse former dans le second 
L son + Mr 
degré, avec les trois indéterminées x, y ets. 
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En résolvant cette équation par rapport à l'une de 


. ces lettres, par rapport à z, par exemple, on trouvera 


ch. Ex+Fy+Kk 
= — EP TANT aie 


| =V{ (K°+-CL)+a(EK—CG)x+92(FK—CH) y 
HE —AC)x°+2(EF—CD)xy+(F°—B0) y}. 


Ce résultat fait voir qu’au même point du plan des x 
et y, répondent deux points sur la surface proposée, 
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit 


. par la substitution de toutes les valeurs possibles de x 


et de y, -une portion de surface qui est, par rapport à 
la surface totale, ce que sont les branches d'une courbe 


à l’égard de cette courbe : on donne à ces portions le 
nom de Nappes. 


On remarquera d'abord que la partie rationnelle. de 
la valeur de z exprime l’ordonnée d’un plan tel que 
si l'on en faisait partir les ordonnées de la surface, 
en posant 

Ex + Fy + K 
Z NÉE U LE NES ER) 
l'indéterminée z aurait deux valeurs égales, l’une po- 
sitive et l’autre négative : le plan dont il s’agit est donc 
à l'égard des surfaces du second degré, ce qu'est un 
diamètre par rapport aux courbes de ce degré. 


On se ferait difficilement l’idée de la forme que 
doit affecter une surface dont on a l'équation, si 
on n’en considérait que des points isolés; mais au 
lieu de cela, on imagine une infinité de sections 
faites dans cette surface par des plans, que pour plus 


.de simplicité on prend parallèles à l’un des plans coor- 
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donnés : le cours de ces diverses courbes étant connx, 
leur continuité rend sensible la forme de la surface 
proposée. 


Tous les points d’un plan mené parallèlement à 
celui des x et y, à une distance désignée par a, étant 
compris dans l'équation z = a, si on substitue cette 
valeur dans l'équation générale des surfaces du second 
degré, le résultat, 


| Ax°+By+2Dxy 
+2(Ea+4-G)x+2(Fa+H) y 


exprimera la relation qu'ont entre elles les coordon- 
nées du plan des x et y, pour les points de la sur- 
face proposée, distans de ce plan de la quantité a, 
et appartiendra donc sur le plan des x et y, à la 
projection de la courbe, dans laquelle le plan dont 
l'équation est z — a, rencontre la surface du second 
degré; et comme ce plan est parallèle à celui des x 
et y, il est évident que la section faite dans la surface 
même ne différera pas de sa projection sur le plan dont 
il s’agit. 


} = L—9aKa—Ca?, 


En prenant pour a diverses valeurs, on aura diverses 
sections parallèles au plan des x, y; Sil'onfaita= o, 
l'équation résultante 


Ax° + By° + a à _Zz 
+2Gx+ 2Hy J  ? 


donnera la courbe du second degré, dans laquelle la 
surface rencontre ce plan. On déterminerait de la même 
manière les équations des sections parallèles au plan 
des x et z et à celui des y et z. 


On conçoit facilement, et on en a d’ailleurs vu 
l'exemple sur la sphère (184), que les surfaces , sui 


{ 
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vant qu'elles sont placées d’une manière plus ou moins 
symétrique par rapport aux axes des coordonnées, ont 
des équations plus ou moins simples, et que par 
conséquent pour analyser les différentes espèces de 
surfaces, que peut représenter l'équation générale 
de celles du second degré, il faut d’abord la débar- 
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation 
particulière des axes des coordonnées, ce qui peut se 
faire, soit en discutant le radical, d’une manière ana- 
logue à celle qu'on a suivie pour les lignes du second 
degré, dans les n° 111 — 120, soit en construisant 
des formules généralés pour la transformation des 
coordonnées dans l’espace, et en employant, comme 
dans les n° 195— 197, les quantités relatives à la 
position des axes, à simplifier: autant qu'il est pos- 
sible l'équation générale. On peut consulter pour ces 
détails, qui sortent entièrement des Élémens, le pre- 
mier volume de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intévral. 


191. Je ferai remarquer seulement qu’on peut ti- 
rer du n° 185, l'équation du cône droit, placé 
dans une situation quelconque par rapport aux plans 
coordonnés. 


En effet, le cône droit étant engendré par le mou- 
vement d'une droite assujétie à tourner autour d’une 
autre, en faisant avec elle un angle constant, si on 
désigne par &æ, 8, y, les coordonnées du sommet, 
qu'on prenne pour la droite fixe ou l’axe du cône, 
les équations 


x—aæ—a(z —"y), 


y—B = b(z— 7), 


pour la droite mobile ou le côté du cône , les équations 
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(x—a)—a(z— 7), 
(y—8)—=0'(z— 7), 


le cosinus de l’angle de ces droites sera 


à + aa + bb’ 
v'@ ++ b)( + a+ 07) 
comme il doit être constant, on le représentera par €, 


puis on observera que a, b appartenant à l'axe du 
cône, désignent des quantités connues, et que 


X—a — Ê 
d—=— , UE l'art 
Z — "y 3 —"y 


En substituant ces valeurs, on formera l’équation 


Free. 


qui se réduit facilement à 


a(x—é) +b(y—O + G—N 
mV a) +8) + G— 7) 


en faisant, pour abréger, W1+a+b—m. 


CEA D à 


(*) Ilestaisé de voir que si l’on faisait z—0 , dans cette équation , 
le résultat, qui appartiendrait à la section du cône par le plan des x 
et y, prendrait la forme de l’équation générale du second degré à 
deux inconnues, et qu’on pourrait par ce moyen montrer algébri- 
quement l'identité des courbes du second degré avec les sections 
faites dans un cône droit par un plan; mais cette voie serait beau- 
coup plus compliquée et moins générale que celle qu’on a suivie dans 
les num. 152 — 156, puisqu'on y a considéré un cône quelconque. 
. D'ailleurs, le calcul pour un cône oblique à base circulaire, se trouve 
dans l”’Appendix de superficiebus, placé à la fin du second volume de 
l'Antroductio in analysin infinitorum d’Euler, imprimée en 1748. 
Si 
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Si on place le sommet à l’origine des coordonnées 
on aura 


? 


tE=0, B=0,.y—=0, 
et 
ax + by + 2 ; 
—— cs 
MY 2 + y +2 
Si on fait coïncider l'axe du cône avec l'axe des z ; 
il vienta—o, b — 0, M—1, puisqu'on a sur cet 


Xe, Y—0, x —0, quel que soit z; et l'équation ci- 
dessus se réduit à 


de laquelle on tire , par l'élévation au quarré, 
(1 — 7) — €? (a? + y). 

En faisant dans cette équation z—n, elle devient 
ni —c) = (x + y), 


équation qui appartient à un cercle dont le centre est 


M Le ; 
dans l'axe des %, et dont le rayon est EN dieu 


de là que toutes les sections faites par un plan paral- 

lèle à celui des x et y, dans le cône proposé, sont 
des cercles, ce qui est d’ailleurs évident par la nature 
de ce cône. 


C;, 


»? TRE, d 
On tire de l'équation ci-dessus, 


c EUR 
2 —= pe Vz TY9 


il est facile de voir que W/ 1 — c* est le sinus de l’angle 
que fait le côté du cône avec l'axe des z, et que par 


Trigonométrie. 6° édition. 19 
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est la cotangente de cet angle 


2 


! 
conséquent Vase 
een 
# 


ou la tangente de celui que la même droite fait avec 


le plan des x et y. 


Si on voulait que le sommet du cône fût à un point 
quelconque de l’axe des z , cet axe coincidant toujours 
avec celui du cône, on aurait 


En faisant z—0o, on- obtiendra l'équation de Ja 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan 
des x, ÿ, et qu'on peut regarder comme la base, 
Cette équation sera 


ou 


elle appartient à un cercle dont le rayon est 


y V 1 — c* 
c LL 
Si on représente par r ce rayon , On aura 
2 ( 2) y 
Lg C cr 
F4 ESS EN #< ——— L 
PRE TR NES Jr 


c Vic” 


l'équation 


C ea BL UIS, 
Z === et 2 4, 
ae = Va+y 


se changeant alors en 
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cr 
V1 h == 


peut être mise sous la forme 


VE +Y TY2 


Vic cz UE 
dans le cas oùc—1, elle se réduit à 
7? — x? — ÿ°. 


192. Cette dernière équation, qui ne contient plus 
que deux des trois coordonnées, appartient néanmoins 
à la surface cylindrique dans laquelle se transforme 
le cône lorsque son sommet s "éloigne à l'infini; car c 
désignant le cosinus de l'angle formé par la droite 
génératrice du cône et son axe, l'hypothèse c — 1, 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s’agit: la première en tournant autour 
de la seconde, décrit donc la surface d’un cylindre 
droit FBerHNE TI Aite au plan des x et y, et ayant 
pour “Has: sur Ce plan, le cercle dont le rayon 
est r, et dont le centre est à l’origine des coor- 
données. 


Ceci conduit à remarquer qu'une équation quel- 
conque qui ne contient que deux des trois coordon- 
nées, et qui ne désigne qu'une courbe sur le plan 
de ces coordonnées, appartient , dans l’espace , à une 
surface, puisque la coordonnée qui n’entre point dans 
cette équation, se trouvant indépendante des deux 
autres, a une ‘infinité de valeurs pour chaque point du 
plan cité; et ces valeurs répondent à tous les points 
de la droite élevée perpendiculairement au plan coor- 
donné par le point que l’on y considère. 

L'ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur 

chaque point de la courbe , constitue une surface cy/in- 
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drique , en prenant cette dénomination dans toute l’é- 


tendue qu’on lui assigne dans le Complément des Elé- 
mens de Géométrie. 


Des courbes considérées dans l'espace. 


195. Lorsqu'on envisage les courbes dans l’espace ; 
elles résultent toujours de l'intersection de deux sur- 
Faces, de même que la ligne droite résulte de la ren 
contre de deux plans (178).:On peut , par exemple, 
indiquer un cercle, en donnant la sphère dont il 
fait partie et le Mad qui la rencontre. En suppo- 
sant que la sphère ait son centre à l’origine des coor- 
données, et que le KR soit quelconque, le système 
des équations 

x? +. y° te Z=T.....(), 

Ax + By + Cz — D Late (2), 
appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent 
la sphère et le plan proposé, puisque ce système ne 
conviendra qu'aux points qui se trouvent en même 
temps sur l’une et l’autre surface. 

Il est visible qu’on, peut transformer le système 
des équations (1) et (2) en une infinité d’autres qui 
soient équivalens; mais le plus souvent on élimine alter- 
nativement une des trois indéterminées æ, y ou 2, 
et l’on obtient, entre ces quantités combinées deux 
à deux; trois équations quiappartiennent aux projec- 
tions de la courbe cherchée, sur chacun des plans 
coordonnés. | 

Dans nr ci-dessus, on a 


2° + 2° + AE ce A 


D) — 
Drink Krr Je sd 


Rs 
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deux quelconques de ces équations donnent la troi- 
sième : elles appartiennent ‘(128} à des ellipses qui 
sont les projections du cercle, sur chacun des plans 
coordonnés ( Compl. 63). 


Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée. par les équations de ses projec- 
tions , 1l faut considérer que ces équations appar- 
tiennent à des surfaces cylindriques élevées perpen- 
diculairement sur les projections (192) , de même que 
les équations des projections d'une droite désignent 
aussi ses plans projetans. 


Il suit de là, que la courbe proposée résulte de 
l'intersection des surfaces cylindriques élevées sur deux 


de ses projections ( Compl. 77). 


194. Dans le plus grand nombre de cas, l’inter- 
section de deux surfaces courbes ne saurait avoir 
tons ses points dans un même plan, et forme alors 
une courbe à double courbure ; telle est, par exemple, 
l'intersection d'une sphère et d’un cylindre droit, 
lorsque l'axe du cylindre ne passe pas par le centre de la 
‘sphère. 

Si l’on suppose que la sphère ait son centre à l’ori- 
gine , et que l'axe du cylindre étant parallèle à celui 
des z ,/sa base, sur le plan des xet y, soit un cercle 
passant par l’origine et ayant pour diamètre l’axe des 
æ, les équations des surfaces contenant la courbe 
proposée, seront | 

TH Y Hz", 


2AX — X" = ÿ”, 
et l'on aura pour les projectionsenæ,yetenx,2, 


2QAX — x° = y? 
QUX 3 = Tr 
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Le centre de la sphère se trouvant sur.la surface du 
cylindre, la courbe proposée pourrait se décrire en 
fixant une pointe de compas sur cette surface, et 
faisant tourner l'autre sur la même surface , ayec une 
ouverture égale au rayon de la sphère ( Compl. 77). 

Pour en trouver tant de points qu’on voudra, il faut 
déterminer les coordonnées y etzau moyen de 


l'abscisse æ, par les équations des projections, qui 
donnent 


Y—= V/2ar — x, SW r— 2ax: 


On reconnaît l'étendue de la courbe proposée en 
assignant Îles cas dans lesquels ces coordonnées de- 
viennent imaginaires; or, on ne trouve de valeurs 
réelles pour y que depuis x — o jusqu'à x — 2a , et 


v” 
0 LIL e 21 LSLS Ag 
pour z, depuis x = o jusqu'à x — de) du côté po- 


sitif et depuis x = o jusqu’à l'infini du côté négatif; 
mais il est évident qu’il ne faut prendre que la partie 
de l’abscisse x, commune aux deux projections, puis- 
qu'il suffit qu'une des cordonnées devienne. imaginaire 
pour que la courbe ait atteint sa limite : elle ne s’é- 
+2 

tendra donc que depuis x = 0 jusqu’à x me 
La considération des projections elles-mêmes con- 
; firme ce résultat. L'équation en x et y appartenant au 
Fig. 75. cercle 4EÆ°F'e", fig. 75, qui sert de base au cylindre, 
et celle qui renferme xet z, appartenant à la pa- 
rabole H”1'}", dont le paramètre — 2a , et la distance 


2, 


- ir. Pa 
AT=-—, il est évident qu'on ne peut employer à 


la description de la courbe proposée que les’ portions ! 
E'Ae et H"J'h", de-ses projections, correspondantes, 
sur l'axe 4B à la partie 41. 
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195. Enfin, pour s'assurer analytiquement que la 
courbe proposée n’est pas plane, il faut chercher si elle 
ne peut être l'intersection de l'un des cylindres élevés 
sur ses projections, par aucun plan. En désignant par 


Ax + By + Ci =D 


l'équation d’un plan quelconque, son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole H"I'h", sera représen- 
tée par les équations 


Ax+By+ C:=D, 
2ax+ 2 =7r; 


la projection de cette intersection aura pour équation 
sur le plan des y etz, 


ARE D DS TE D 

= ——— A 

mp Pres ; 

et devra coïncider dans tous ses points , avec celle de 


la courbe proposée, sur le même plan des y et z, qui 


est 
1? — 7°\ 2 
Y=r—r— ( - ) : 


2a 


er on tire de la précédente, 


2GD — 41° — 9aCz2+ AS 
2ab , 4 


— 
ee ——— 


LA 
il faudra donc que pour toutes les valeurs de z, on ait 


2aD — Ar — 9aCz + >) FT . NY 
© —_— "| 7 — "7, 
( 2ab Aa 


En développant ce résultat, on lui fera prendre la 
forme 


Pzi+ Qz°+ + R2+ Sz EL T—o, 
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les lettres P, Q,.R,S, et T’, designant des coelliciens 
formés des quantités 4, B, €, D; et pour que cette 
équation soit vérifiée indépendamment de z, il faudra 
qu'on ait séparément 


F0, O0nmo0,Hir 0 S'RSNNTES 0: 


On s’assurera par l'élimination , qu'aucune de ces cinq 
équations ne rentre dans les autres, et que par con- 
séquent on ne peut déterminer les quatre coefliciens 
A, B, C, D, de manière à satisfaire à toutes en même 
temps : il n’y a donc aucun plan qui puisse comprendre 
la courbe proposée ; et si on voulait déterminer z par 
l'équation ci-dessus , on ne pourrait avoir au plus que 
quatre valeurs , ensorte que la courbe proposée ne peut 
être coupée par un plan, en plus de quatre points. 
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